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Необходимость вводного курса квантовой механики обусловлена тем, что в по-

следнее время в магистратуру по физическим специальностям, таким как физика ядра 
и элементарных частиц или физика конденсированного состояния, где основным ин-
струментом описания происходящих явлений является аппарат квантовой механики, 
стал возможным прием студентов, окончивших бакалавриат по специальностям, где 
курсы квантовой механики совсем не изучаются, хотя на физических факультетах ву-
зов обычно на третьем и четвертом курсах квантовая механика читается в полном объ-
еме, достаточном для дальнейшего изучения специальных дисциплин. 

Основу данного учебного пособия составил курс лекций, прочитанных автором 
студентам первого курса магистратуры кафедры ядерно-физических методов исследо-
вания на физическом факультете в Санкт-Петербургском государственном универси-
тете и аспирантам НИЦ «Курчатовский институт» – ПИЯФ. Пособие посвящено глав-
ным принципам и закономерностям квантовой механики, которые дают основу для 
дальнейшего изучения явлений, происходящих в атомах, ядрах атомов и макроскопи-
ческих телах. 

В доступной для студентов и аспирантов, ранее не изучавших квантовую физику, 
форме рассмотрены классические задачи квантовой механики, основные свойства ли-
нейных операторов в применении к этим задачам, основы теории углового момента, 
стационарная и нестационарная теории возмущений, некоторые задачи о рассеянии ча-
стиц изолированным центром и пространственно-периодическими структурами. Все 
вычисления проводятся от начала и до конца без обращения к справочной литературе. 
Подробно изложена связь симметрий законов природы и законов сохранения. Расска-
зывается об истории создания квантовой теории.  

Пособие предназначено для студентов и аспирантов, специализирующихся в об-
ласти физики ядра и элементарных частиц, а также в физике конденсированного состо-
яния вещества. Оно может заинтересовать и быть полезным школьникам старших клас-
сов и учителям средней школы. 

Автор выражает глубочайшую признательность доктору физико-математических 
наук И. А. Митропольскому, взявшему на себя труд прочитать настоящее пособие,  
за замечания и плодотворные обсуждения. 

  
© НИЦ «Курчатовский институт» – ПИЯФ, 2025 
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Неожиданностью было видеть ночь среди 
ясного дня в точках, которых свободно достигали 
солнечные лучи, но кто бы мог подумать, что 
свет, слагаясь со светом, может вызвать мрак! 

Франсуа Араго 

 
Глава 1. Об истоках происхождения идеи  

о волновых свойствах частиц 
 

Начнем с вопроса о том, что такое свет: волна или частица. Этот вопрос яв-
ляется отголоском древнего спора философов о бесконечной делимости веще-
ства или существовании его наименьшей неделимой части – атома. Рене Декарт 
(1596–1650), например, считал, что свет представляет собой некие вихревые дви-
жения в непрерывном эфире – это, скорее, философская, чем физическая концеп-
ция. Первую физическую волновую теорию (свет – продольные колебания неви-
димого эфира) предложил Христиан Гюйгенс в 1678 г. Исаак Ньютон (1705) вы-
двинул корпускулярную теорию: свет – это поток частиц – корпускул, при по-
мощи которой он объяснил явления геометрической оптики и даже попытался 
дать объяснение обнаруженным им «кольцам Ньютона», которые, как показало 
будущее, были чисто волновым явлением.  
 

1.1. Свет – это волна 
 

Казалось, что именно такую окончательную точку в этом споре поставил 
Томас Юнг в январе 1800 г., представив Лондонскому королевскому обществу 
свой «мемуар», в котором он, рассматривая свет как поперечные волны в эфире, 
объяснил результаты своих опытов по дифракции и интерференции света. Это 
было убедительным доказательством его волновой природы.  

В 1801–1803 гг. в статьях «Теория света и цветов» и «Опыты и исчисления, 
относящиеся к физической оптике» Юнг впервые ввел понятия физической оп-
тики и световой волны. Однако окончательно волновая теория света утверди-
лась лишь после создания в 1861–1862 гг. Джеймсом Максвеллом теории элек-
тромагнетизма. Он показал, что свет – это поперечные электромагнитные волны 
(причем, вихревой природы – вспомним Декарта). 

К концу XIX в. то, что свет – это поперечные электромагнитные волны, уже 
ни у кого не вызывало сомнений. Этому способствовали открытия, сделанные 
Генрихом Герцем (при помощи изобретенных им вибратора и резонатора, т. е. 
антенны и приемника электромагнитных волн), о которых он сообщил в работах: 
«Об очень быстрых электрических колебаниях» (1887), «Об электродинамиче-
ских волнах в воздухе и их отражении» и «О лучах электрической силы» (1888), 
а также последующее лавинообразное развитие беспроволочной телеграфии и 
радио (А. С. Попов (1895), Г. Маркони (1896)). Поэтому 1888 г. можно считать 
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годом открытия электромагнитных волн и экспериментального подтверждения 
волновой теории Максвелла. 

Таким образом, к началу XX в. были получены очень убедительные доказа-
тельства, что свет – это волна. 
 

1.2. Свет – поток частиц (корпускул) 
 

Однако в 1887 г. тот же Герц при работе с открытым резонатором заметил, 
что если посветить ультрафиолетовым светом на цинковые пластины конденса-
тора, то он разряжается гораздо быстрее. Он описал эффект в статье «О влиянии 
ультрафиолетового света на электрический разряд» [1]. 

Это было открытие нового явления в физике, названного фотоэффектом. 
Суть его в том, что падающий на вещество свет, поглощаясь, выбивает из него 
электроны (двигаясь между обкладками, они и приводят к быстрой разрядке кон-
денсатора). Дальнейшие исследования показали, что свойства фотоэффекта со-
вершенно невозможно объяснить с точки зрения волновой теории света.  

Так оказалось, что эффект носит пороговый характер по частоте световой 
волны. Электроны начинают вылетать из вещества, только если ее частота 
больше некоторой пороговой величины, позднее названной красной границей 
фотоэффекта, разной для разных веществ. Это обнаружил в 1888–1890 гг. 
Александр Григорьевич Столетов, назвав само явление актино-электриче-
ским [2].  

Более того, Филипп Ленард в 1900–1902 гг. обнаружил, что, вопреки клас-
сической электродинамике, энергия вылетающего электрона всегда определя-
ется только частотой падающего света и практически не зависит от его интен-
сивности [3].  

К началу ХХ в. накопился еще целый ряд наблюдений, которые не вписы-
вались в рамки классических представлений. 

 
1.3. Излучение абсолютно черного тела 

 
В конце XIX в. имелись две формулы (Релея – Джинса и Вина), описываю-

щие спектр частот теплового излучения (зависимость интенсивности излучения 
от его частоты или длины волны, см. рис. 1.1) абсолютно черного тела. Такое 
излучение имеет место, например, внутри полости в веществе с заданной темпе-
ратурой. Оно находится в тепловом равновесии с ее стенками (т. е. энергия элек-
тромагнитных волн, поглощаемая стенками, равна энергии излучаемых стенками 
волн). Его можно наблюдать и изучать, например, через узкое отверстие из этой 
полости.  
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Первая из этих формул, полученная Релеем и Джинсом, описывала экспери-
ментальные данные в области низких частот спектра (большие длины волн), вто-
рая, Вина, – в области высоких частот (малых длин волн), что показано на 
рис. 1.1, но ни одна из них не описывала всю экспериментальную кривую. 

В 1900 г. Макс Планк вернулся к проблеме спектрального состава электро-
магнитного излучения, находящегося в равновесии со стенками полости при по-
стоянной температуре. Атомы стенок полости (излучающие и поглощающие 
свет) представлялись им набором гармонических осцилляторов с круговой ча-
стотой ω. Чтобы полностью описать наблюдаемый спектр излучения, ему необ-
ходимо было допустить, что осцилляторы поглощают и испускают энергию не 
непрерывно, как следует из классических представлений, а порциями (квантами, 
или «атомами» света): 

,nE n nh= ω ≡ ν                                               (1.1) 
где ν = ω/2π – частота световой волны (кванта); ħ = 1,01 · 10–27 эрг · с =  
= 6,58 · 10–16 эВ · с – константа, величину которой Планк нашел из сравнения по-
лученного спектра с экспериментально наблюдаемым. Она называется приведен-
ной постоянной Планка, в отличие от h = 2πħ, которая есть просто постоянная 
Планка. Подобная ситуация имеет место, например, при течении жидкости. Ка-
залось бы, непрерывный поток на самом деле состоит из отдельных молекул или 
атомов, т. е. имеет, если его рассматривать c очень большим увеличением, дис-
кретную структуру. То, что осцилляторы поглощают и излучают энергию кван-
тами, означало, что они могут иметь не любые энергии, а только отличающиеся 
на величину ħω, т. е. энергии образуют дискретный набор. В результате Планк 
получил замечательное совпадение спектра излучения абсолютно черного тела, 
рассчитанного по его формуле, с экспериментальным во всем спектральном диа-
пазоне (см. рис. 1.1).  

День 14 декабря 1900 г., когда он на заседании Немецкого физического об-
щества дал вывод найденной им формулы «черного» излучения [4], основываясь 
на совершенно новых физических идеях о квантах света и дискретности энергий, 
Арнольд Зоммерфельд в своей классической книге «Строение атома и спектры», 
впервые изданной в 1927 г., назвал днем рождения квантовой теории.  

Рис. 1.1. Спектр длин волн λ-  
излучения абсолютно черного 
тела: пунктирные кривые –  
зависимости Релея – Джинса  
и Вина; сплошная кривая – зави-
симость Планка. Она согласуется 
с экспериментом во всей области 
длин волн. I(λ) – интенсивность 
излучения длины волны λ в еди-
ничном интервале λ  
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1.4. Фотоэффект 
 

Для объяснения фотоэффекта Альберт Эйнштейн в 1905 г. развил идею 
Планка о квантах света в статье «Об одной эвристической точке зрения, касаю-
щейся возникновения и превращения света» [5]. Он предположил, что пучок мо-
нохроматического света с частотой ω и волновым вектором k представляет собой 
поток частиц – фотонов с энергией ħω и импульсом ħk. Тогда закон фотоэф-
фекта есть просто закон сохранения энергии: 

2

св ,
2

ω = ε +

emv
                                               (1.2) 

т. е. при поглощении энергия фотона тратится на преодоление энергии связи εсв 
электрона в веществе (она же есть работа выхода электрона из вещества и крас-
ная граница фотоэффекта) и сообщение ему кинетической энергии Te = 2 / 2emv . 
За объяснение фотоэффекта в 1921 г. Эйнштейну была присуждена Нобелевская 
премия.  

Заметим, что длины волн видимого света лежат в пределах  
3 800 < λ < 7 600 Å (1 Å = 10–8 см), а энергии фотонов – 1,6 < ħω < 3,2 эВ. Для 
ультрафиолетового излучения длины волн 20 < λ < 3 800 Å, а энергии фотонов 
3,2 < ħω < 100 эВ. Более коротковолновое излучение – это рентгеновские и γ-
лучи. 

Если энергия связи εсв внутренних электронов в веществе значительно 
меньше энергии фотона ħω, вызывающего фотоэффект, энергия вырываемого 
электрона будет практически равна энергии фотона: 

св .ω = ε + ≈ e eT T                                               (1.3) 
Если фотон, поглощаясь электроном, выбивает его из вещества, то и элек-

трон, останавливаясь в веществе (т. е. тормозясь в нем), должен излучать фотон 
(тормозное излучение). Хотя описать этот процесс довольно сложно и спектр из-
лучения сплошной (рис. 1.2), но закон сохранения энергии, безусловно, требует, 
чтобы максимальная энергия излучаемых фотонов удовлетворяла условию 

,m eTω ≈  т. е. их спектр должен быть ограничен, энергия фотона не может быть 
больше энергии электрона Te, а длина волны не может быть короче соответству-
ющей граничной длины волны.  

На рисунке 1.2 для иллюстрации приведен ряд сплошных спектров рентге-
новского излучения от вольфрамового антикатода рентгеновской трубки при 
различных энергиях падающих на антикатод электронов. Энергия электронов за-
дается разницей потенциалов U на электродах трубки. 
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Видно, что каждый из приведенных на рис. 1.2 спектров резко ограничен со 
стороны коротких длин волн, причем было найдено, что  

λminU = const. 
Это равенство тождественно совпадает с законом max .eUω =  Действи-

тельно, 

max
min

2π
ω = =

λ 

c eU
 и min

2 const.cU
e

π
λ = =



                   (1.4) 

Соотношение (1.4) применяется для определения постоянной Планка. Метод из-
мерения постоянной Планка, основанный на определении коротковолновой гра-
ницы рентгеновского спектра, является одним из наиболее точных.  

 
1.5. Комптоновское рассеяние фотонов заряженными частицами 

 
Еще одно проявление корпускулярности электромагнитных волн было об-

наружено американским физиком Артуром Комптоном в 1922 г. при изучении 
рассеяния рентгеновских лучей на электронах (Нобелевская премия, 1927).  

Комптон обнаружил, что длина волны рентгеновских лучей увеличивается, 
когда они рассеиваются электронами. Результаты своих опытов он опубликовал 
в статье [6], помещенной в бюллетене Национального исследовательского совета 
Академии наук США, вышедшем 20 октября 1922 г. В декабре он направил в 
журнал Phys. Rev. статью [7] с объяснением эффекта, которая была опублико-
вана лишь в майском номере журнала за 1923 г.  

Тем временем из Цюриха 10 марта 1923 г. в редакцию журнала Physikalische 
Zeitschrift поступила статья Петера Дебая «Рассеяние рентгеновских лучей и 
квантовая теория» [8] с результатами, полученными им несколько ранее, но ко-
торую он решил опубликовать, только узнав о результатах опытов Комптона. 

Рис. 1.2. Ряд сплошных спектров рентге-
новского излучения от вольфрамового 
антикатода рентгеновской трубки, полу-
ченных при различных разностях потен-
циалов U на ее электродах. Кинетическая 
энергия электронов, падающих на анти-
катод, равна Te = eU 
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Номер с этой статьей вышел 15 апреля 1923 г. Так что известная формула, опи-
сывающая изменение длины волны рентгеновских лучей при комптоновском 
рассеянии массивной частицей, получена практически одновременно Дебаем и 
Комптоном из квантовых представлений о природе света и носит название фор-
мулы Дебая – Комптона.  

Только открытие эффекта Комптона окончательно убедило физиков в суще-
ствовании квантов света, т.е. в том, что электромагнитная волна может проявлять 
корпускулярные свойства – вести себя как частица с нулевой массой. 

 

  
 

На рисунке 1.3 изображен процесс рассеяния кванта (фотона) с энергией ħω 
и импульсом ħk (причем ω = kc) на покоящейся заряженной частице с энергией 
E = mc2 и импульсом p = 0. В результате столкновения с фотоном (т. е. частицей 
с энергией ħω и импульсом ħk и нулевой массой) частица приобретает кинети-
ческую энергию и импульс, тогда как фотон их теряет (отдает частице). Заметим, 
что при фотоэффекте фотон передает электрону всю свою энергию.  

Законы сохранения энергии и импульса для случая рассеяния имеют вид 
2 ,mc E′ ′ω + = ω +   ,′ ′= +k k p                              (1.5) 

с учетом связи между энергией и импульсом частиц (законов дисперсии) для ча-
стицы с массой 2 2 2 2 4= +E p c m c  и для фотона ω = c k  дают упомянутую выше 
формулу Дебая – Комптона 

( ) ( )2 1 cos 1 cos 0.cmc
π′λ − λ = − θ ≡ λ − θ ≥


                   (1.6) 

Она описывает «покраснение» фотона (увеличение его длины волны) в ре-
зультате рассеяния на электроне. Эта формула (и сам эффект комптоновского 
смещения частоты, т. е. изменения энергии фотона в результате рассеяния) явля-
ется существенно квантовой. В классическом пределе, который, как мы увидим 
далее, достигается при ħ → 0, изменение длины волны фотона при рассеянии 
исчезает, что и имеет место в классической электродинамике. 

Величина  
2 / 2λ = π ≡ π c сmc                                                 (1.7) 

носит название комптоновской длины волны частицы; с  – ее приведенная 
комптоновская длина волны. 
 
  

Рис. 1.3. Графическое изображение про-
цесса столкновения фотона – частицы с 
энергией ħω и импульсом ħk с другой (за-
ряженной) частицей, например электро-
ном с энергией E и импульсом p 
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1.6. Вывод формулы Дебая – Комптона 
 

Для упрощения вычислений законы сохранения и уравнения дисперсии 
удобно переписать в релятивистской четырехмерной форме.  

Введем 4-импульсы частицы pµ
 
и фотона κµ

 
(µ = 0, 1, 2, 3) по аналогии с 4-

вектором положения точки в 4-мерном пространстве-времени, определяемом ее 
координатами xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (ct, x, y, z):  

( ) ( )0 1 2 3, , , / , ,µ = ≡p p p p p E c p  

( ) ( )0 1 2 3, , , / , ,µκ = κ κ κ κ ≡ ε c κ  

где ε = ω  и =κ k  – энергия и импульс фотона соответственно. При переходе 
из одной инерциальной системы отсчета в другую компоненты 4-векторов пре-
образуются точно так же, как компоненты 4-вектора xµ. 

Законы сохранения энергии и импульса при этом объединяются в закон со-
хранения 4-импульса:  

µ µ µ µ′ ′+ κ = + κp p  или .p pµ µ µ µ′ ′κ − κ = −                        (1.8) 
Первое выражение (1.8) означает равенство полного 4-импульса (т. е. суммарной 
энергии и импульса) двух частиц до и после столкновения. Это эквивалентно 
тому, что убыль 4-импульса фотона должна быть равной приращению импульса 
частицы, что и отражает вторая формула (1.8).  

Законы дисперсии для частицы с массой и фотона можно переписать в виде 
2

2 2 2
2 ,E m c

c
= +p  

2 2
2 2

2 0ω
− =





c
k                             (1.9) 

или 
2 2 2 2, 0,p m cµ µ= κ =                                         (1.10) 

где мы определили квадраты длин 4-векторов как 2 2 2 2 2 2
0 0, .µ µ= − κ = κ −p p p κ  Нуле-

вые (временные) компоненты p0 и κ0 4-векторов импульсов pµ и κµ равны 

0 0/ , / .p E c c= κ = ε                                         (1.11) 
Греческими индексами мы здесь нумеруем компоненты 4-векторов, латин-
скими – компоненты обычных, трехмерных векторов. По повторяющимся индек-
сам производим суммирование по правилу 

0 0 0 0 1 1 2 2 3 3,i ia b a b a b a b a b a b a bµ µ = − = − − −                  (1.12) 
которое учитывает свойства 4-мерного пространства-времени, в котором скаляр-
ное произведение 4-векторов определяется как 

0 0 0 0 .i iab a b a b a b a bµ µ≡ = − = −ab                             (1.13) 
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Оно является скаляром, т. е. не зависит от выбора системы отсчета (является ре-
лятивистским инвариантом – его величина не изменяется при преобразованиях 
Лоренца). Соответствующим образом определяется и квадрат длины 4-вектора:  

2 2 2 2 2
0 0 .i ia a a a a a a aµ µ µ≡ = = − = − a                         (1.14) 

Итак, возводя в квадрат вторую формулу (1.8) и учитывая законы диспер-
сии (1.10), имеем 

 2 2 .m c p pµ µ µµ µ′ ′− = −κ κ                                       (1.15) 
Принимая во внимание, что в лабораторной системе координат частица до столк-
новения с фотоном покоится, т. е. p = 0 и pµ= (p0 = E/c, p = 0), получаем 

 ( )2 2
2 2 cos 1 cos .EEm c

c c
′ ′εε ′ ′− = − − κκ θ = −κκ − θ 

 
             (1.16) 

Учитывая, что E = mc2, E' = ε – ε'+ mc2, EE' = m2c4+ mc2 (ε – ε'), ε = κс, получим 

( )1 cos .
mc

′κκ′κ − κ = − θ                                        (1.17) 

Вспоминая формулу Эйнштейна, которая связывает частоту фотона с его 
энергией, получаем связь между импульсом фотона и его длиной волны 
(т. е. связь меду волновыми корпускулярными свойствами света): 

2 .k
c
ω π

κ = = =
λ

 

                                         (1.18) 

Подставляя формулу (1.18) в выражение (1.7), получим формулу Дебая – Комп-
тона 

( ) ( )2 1 cos 1 cos ,cmc
π′λ − λ = − θ ≡ λ − θ


                        (1.19) 

где 

   
2 2 –π

λ = ≡ π


c cmc                                          (1.20) 

комптоновская длина волны частицы,  

–=


 c mc                                                   (1.21) 

приведенная комптоновская длина волны. 
Итак, Эйнштейн показал, что электромагнитные волны в некоторых ситуа-

циях ведут себя как частицы с массой, равной нулю, энергией E = ħω и импуль-
сом p = ħk, причем если положить в релятивистской формуле для частицы 

2 2 2 2 4 ,E p c m c= +  
ее массу m = 0, то для безмассовой частицы получим E = pc или соотношение 

,kcω =  справедливое для электромагнитной волны. 
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1.7. Волны де Бройля 
 

Луи де Бройль в 1923 г. пошел еще дальше (см. статью [9], переводы других 
его статей и ссылки на оригиналы можно найти в сборнике [10]). Он предполо-
жил, что частицы с массой точно так же, как и фотоны, могут проявлять волно-
вые свойства, причем связь энергии и частоты, а также импульса и волнового 
вектора сохраняются, т. е. E = ħω, p = ħk (Нобелевская премия, 1929).  

Таким образом, любой частице соответствует волна с дебройлевской дли-
ной волны: 

2 2 ,
k p
π π

λ = =


                                               (1.22) 

которая определяется импульсом частицы, а частота и волновой вектор связаны  
релятивистским соотношением 

( )2 22 4
2 2 2 2 2

2 2

2
.

c

cm ck c k c
π

ω = + ≡ +
λ

                         (1.23) 

Длину волны де Бройля можно выразить через кинетическую энергию частицы 
Ek = E – mc2. Поскольку, как нетрудно видеть, 

( )( ) ( )2 2 2 2 22 ,k kp c E mc E mc E E mc= − + = +                 (1.24) 

то 

( )2

2 2 .
2k k

c
p E E mc

π π
λ = =

+

 

                                (1.25) 

В нерелятивистском пределе, т. е. при Ek << mc2 (скорость частицы v << c), 
имеем 

2 2 .
2 k mmE

π π
λ = =

 

v                                            (1.26) 

В ультрарелятивистском пределе при Ek >> mc2 (т. е. Ek ≈ E) формула (1.25) 
совпадает с формулой для фотона 

2 .c
E
π

λ =


                                                  (1.27) 

Отложим пока на время гипотезу де Бройля и обсудим еще ряд наблюдав-
шихся явлений, которые противоречили представлениям классической физики. 
В статье [9] де Бройль также впервые указал, как можно объяснить устойчивость 
боровских орбит, исходя из гипотезы о волновых свойствах частиц (см. ниже).  
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1.8. Атом Резерфорда – Бора 
 

Эрнест Резерфорд [11] в опытах по рассеянию α-частиц на металлических 
фольгах (1911) обнаружил, что атом состоит из тяжелого положительно заряжен-
ного ядра (в котором сосредоточена практически вся масса атома) очень малого 
размера (для золота, например, ~ 6 · 10–13 см), окруженного легкими отрицатель-
ными электронами, и предложил планетарную модель атома, согласно которой 
электроны двигаются вокруг ядра на огромных, по сравнению с размерами са-
мого ядра, расстояниях порядка 10–8 см, подобно планетам вокруг Солнца.  

Однако атом в такой классической модели является совершенно неустойчи-
вым, поскольку ускоренно движущийся по окружности электрон, согласно клас-
сической электродинамике, должен непрерывно излучать электромагнитные 
волны и терять энергию. Тем не менее атомы существуют. Поэтому Нильс 
Бор (1913) предположил наличие некоторых стационарных круговых орбит 
электрона вокруг ядра в атоме с энергиями, принимающими лишь дискретные 
значения Е1, Е2, …, причем в основном состоянии с низшей энергией атом не 
излучает [12]. 

Излучение же происходит при переходе из возбужденных верхних в более 
низкие состояния атома. Значения же энергий этих состояний (в простейшем 
случае водородоподобного атома с одним электроном на круговой орбите) опре-
деляются из условия, что электрон в кулоновском поле ядра может двигаться 
лишь по таким орбитам, для которых момент количества движения является 
кратным ħ, т. е. Ln = mvnrn = nħ, где m – масса электрона; е – его заряд; vn – ско-
рость на n-й орбите с радиусом rn. Заметим, что во все формулы, описывающие 
обсуждавшиеся выше явления: и «черное» излучение, и фотоэффект, и компто-
новское рассеяние, и строение атома, входит одна и та же константа ħ, что явля-
ется весьма нетривиальным фактом, свидетельствующим о том, что кон-
станта ħ – фундаментальна. Ее величина, как мы увидим далее, характеризует 
степень «квантовости» явлений в разных условиях.  

Правило квантования Бора для круговых орбит электронов в атоме водорода 
(или водородоподобном атоме с одним электроном) было позже обобщено 
Зоммерфельдом и на эллиптические орбиты. Из правила Бора следует дискрет-
ность уровней энергии атома.  

Действительно, при движении электрона вокруг ядра с зарядом Ze по кру-
говой орбите центростремительная сила равна кулоновской:  

2 2

2 ,m Ze
r r

=
v

                                             (1.28) 

где v – скорость электрона; r – расстояние от электрона до ядра. Так что  
2

,Zem r n= = v
v                                            (1.29) 
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откуда сразу следует спектр скоростей электрона на орбитах 
2

,n
Ze cZ
n n

= = α


v                                            (1.30) 

где 2 / 1/137e cα = ≈  – так называемая постоянная тонкой структуры; c – как 
всегда, скорость света. Радиусы этих стационарных орбит определяются из фор-
мулы (1.29) при учете равенства (1.30): 

( )2 2

2 .ce
n

n

n nnr
m mZe Z

= = =
α





v                                    (1.31) 

Здесь ce  – уже знакомая нам приведенная комптоновская длина волны элек-
трона (далее слово «приведенная» будем опускать). Как видим, скорость элек-
трона вокруг ядра и радиус его орбиты очень просто связаны со скоростью света 
и комптоновской длиной волны. 

Полная энергия электрона в атоме равна сумме потенциальной и кинетиче-
ской энергий: 

2 2 2 4 2 4 2 4 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 .
2 2 2 2

n
n

n

m Ze mZ e mZ e mZ e ZE mc
r n n n n

α
= − = − = − = −

  

v
   (1.32) 

Для атома водорода, например, 

[ ] [ ]62
2

2 2 2 2

0,511 10 эВ 13,6 эВ1 ( 1, 2, ..., ),
2 2 137

⋅α
= − = − ≈ − = ∞nE mc n

n n n  (1.33) 

т. е. энергия связи электрона в низшем состоянии (n = 1) равна 13,6 эВ. Энергией 
связи атома, или энергией ионизации называется работа, которую необходимо 
совершить для удаления электрона из атома. 

Испускание света происходит при переходе электрона из возбужденного со-
стояния с энергией Еn  в состояние с более низкой энергией Еk. Частота излучае-
мого света определяется соотношением Бора 

л .−
ω =



n k
n

E E
                                                (1.34) 

Это же соотношение определяет частоту поглощаемого света, при этом электрон 
в атоме переходит с нижнего уровня Еk на более высокий уровень Еn.  

Радиус электронной орбиты в атоме водорода в состоянии с энергией En 
называется n-м боровским радиусом. Радиус основного состояния атома водо-
рода (с энергией E1) называется первым боровским, или просто боровским ради-
усом. Его величина равна  

o
11 8

B / 137 3,86 10 = 0,53 10 см = 0,53 A.− −= α = ⋅ ⋅ ⋅ cer        (1.35) 
Формула Бора (1.34) объясняет линейчатые спектры излучения и поглоще-

ния атомов, а также замечательно описывает все наблюдаемые серии оптических 
линий в спектрах атома водорода, такие как, например, хорошо известная еще с 
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1885 г. серия И. Бальмера. И это прекрасное согласие боровской теории атома 
водорода с экспериментом служило веским аргументом в пользу ее справедли-
вости. Однако попытки применить эту теорию к более сложным атомам не увен-
чались успехом; кроме того, Бор не смог дать физической интерпретации своим 
правилам (постулатам Бора). Ответ дала квантовая механика, и в первую очередь 
гипотеза де Бройля о том, что частицы могут проявлять волновые свойства. 

 
1.9. Опыты Франка и Герца 

 
Еще одно прямое доказательство прерывности (дискретности) энергий 

атомных состояний было получено в 1914 г. в опытах Джеймса Франка и Густава 
Герца (племянника известного Генриха Герца) по рассеянию электронов на ато-
мах (Нобелевская премия, 1925 г.) [13]. Через пары ртути пропускался поток 
электронов, т. е. электрический ток. Оказалось, что протекающий ток в зависи-
мости от энергии электронов имеет максимумы и минимумы (рис. 1.4). Пока 
энергия электронов не превосходит 4,9 эВ, электроны проходят через пары 
ртути, не теряя энергии (ток определяется скоростью электронов), поэтому ток 
растет с ростом напряжения. При энергии в 4,9 эВ ток падает, поскольку элек-
троны начинают терять энергию при столкновениях с атомами ртути, изменяя 
внутреннюю энергию последних.  

В следующей работе они это доказали наблюдением ультрафиолетового из-
лучения возбужденных атомов ртути с длиной волны примерно 254 нм, которая 
как раз и соответствует переходу с энергией 4,9 эВ, что вполне согласуется с 
теорией Бора. 

 

  
  

Кроме того, в 1922 г. Отто Штерну и Вальтеру Герлаху в работе «Магнит-
ный момент атома серебра» [14] удалось экспериментально доказать справедли-
вость гипотезы Бора о том, что момент количества движения атомов может при-
нимать только некоторые дискретные значения.  

 
  

Рис. 1.4. Зависимости электрического 
тока, проходящего через пары ртути,  
от энергии электронов   
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1.10. Гипотеза де Бройля. Волновые свойства частиц 
 

Как мы отметили, попытки применить теорию Бора – Зоммерфельда к более 
сложным, чем водород, атомам не увенчались успехом; кроме того, Бору не уда-
лось разработать какой-либо физической интерпретации своим постулатам.  

Предположенные же Луи де Бройлем [9] волновые свойства частиц позво-
лили естественным образом объяснить казавшиеся весьма искусственными пра-
вила квантования классических орбит электрона в атоме. Они следуют из гипо-
тезы де Бройля, если предположить, что каждая орбита образуется волной, иду-
щей по окружности вокруг ядра атома. Стационарная орбита возникает только 
тогда, когда волна непрерывно повторяет себя после каждого оборота вокруг 
ядра (рис. 1.5).  
 

 

Рис. 1.5. Возникновение стоячих электронных волн на орбитах 
 
В противном случае после первого оборота максимум пришедшей волны не 

совпадет с максимумом предыдущей, и через несколько оборотов волна придет 
уже в противофазе к первоначальной и ее уничтожит (деструктивная интерфе-
ренция). Стационарная волна возможна, только когда на длине орбиты уклады-
вается целое число длин волн, а это и есть правило квантования Бора.  

Действительно, из равенства 

 
22 π

π = λ =


n n
n

nr n
mv                                            (1.36)  

следует правило квантования Бора (дискретность момента импульса): 
.n nm r n= v  Поскольку размер атома порядка 10−8 см, то и длины волн электрона 

в атоме должны иметь такой же порядок.  
Оценим возможные значения длины волн де Бройля в реальных условиях. 

Пусть электроны разгоняются в вакуумной трубке и проходят разность потенци-
алов U. Ограничимся нерелятивистским случаем. Тогда кинетическая энергия 
электрона равна Ek = eU = p2/2m << mc2, а импульс p = (2meU)1/2. Дебройлевская 
длина волны такого электрона равна  

22 2 .
22 2 c c

k

mc mc
eUmE mc meU

π π
λ = ≡ = λ >> λ

 

                (1.37) 
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Энергия покоя (масса) электрона mec2 = 0,511 МэВ = 0,511 · 106
 
эВ, протонa – 

mpc2 = 0,938 ГэВ = 0,938 · 109
 
эВ, так что их комптоновские длины волн 

λce = 2,426 · 10−10
 
см,  λcp = 1,321 · 10−13

 
см, 

соответственно, приведенные длины –  
11/2 3,86 10 см,−= λ π = ⋅ ce ce  142,1 10 см.−= ⋅ cp  

Если длину волны электрона измерять в ангстремах (Å), а разность потен-
циалов – в вольтах (В), т. е. кинетическую энергию в электронвольтах (эВ), то, 
используя значения ħ = 6,6 · 10−16 эВ ⋅ с и c = 3 · 1010 см/с для электронов, прото-
нов и нейтронов, будем иметь следующую связь между их энергиями и длинами 
волн: 

o12,3 [ ],
[В]

λ ≈ Αe U  
o

,
0,3 [ ].

[эВ]
λ ≈ Αp n

kE                          (1.38) 

Здесь мы пренебрегли малой, по сравнению с самими массами, разницей масс 
протона и нейтрона (mnc2 – mpc2 ≈ 1,3 МэВ). 

Таким образом, если электрон прошел разность потенциалов U = 10 В, то 
λ = 3,9 Å. Если U = 100 В, то λ = 1,2 Å, а если U = 1 000 В, то λ = 0,4 Å. То есть 
при таких условиях длины волн электронов примерно такие же, как для рентге-
новского излучения, и одного порядка с межатомными расстояниями в веществе. 
Поэтому эксперименты по дифракции таких электронов можно ставить так же, 
как для рентгеновских лучей, и использовать в качестве дифракционной решетки 
кристалл.  

Для нейтронов же в силу их большой массы длина волны λ = 1 Å достига-
ется при энергиях Ek ≈ 0,1 эВ. Такие нейтроны называются тепловыми, и их 
также можно использовать в дифракционных опытах на кристаллах. Для фото-
нов λ = 1 Å достигается при энергии E ≈ 12,4 кэВ: 

o
16 10 42 2 6,6 10 3 10  1,24 10 [см] 12,4 [A] .

[эВ] [кэВ]

− −π π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
λ = = = =

c
E E E E     (1.39) 

Именно такие и с более высокой энергией рентгеновские лучи используются для 
исследований структуры вещества дифракционными методами.  

Заметим, что их разрушающее действие на вещество, в частности ионизиру-
ющая способность, заметно выше, чем у нейтронов. Одной из причин является 
то, что энергия рентгеновских квантов (и, соответственно, переданная энергия 
атомам вещества при рассеянии) на пять порядков превосходит энергию нейтро-
нов при той же длине волны. Это обстоятельство является весьма существенным 
при исследовании биологических объектов, например живых клеток.  

Длину волны де Бройля для любой частицы с массой покоя m0 и скоростью 
v можно выразить через комптоновскую длину этой частицы, ее безразмерную 
скорость – в единицах скорости света β = v/c и полную энергию E = mc2 (реляти-
вистскую массу) – в единицах массы покоя γ = mc2/m0c2 = (1 – β2)−1/2. 



Действительно, запишем выражение 2 2 2 2 4
0= +E p c m c  в виде 

( ) ( )2 22 2 2 2 2
0 ,= +mc m c m cv   (1.40) 

где введена полная масса частицы m, так что ее энергия равна E = mc2, а импульс 
p = mv, тогда 

2
2 2 2

02= +m m m
c
v

   (1.41) 

и 

2 2 2 2
0 0

1 1 .
1 1

γ ≡ = = ≡
− −β

E m
m c m cv

 (1.42) 

Таким образом, 
2

0

12 2 1 .c cm m c
−βπ π

λ = = = λ = λ
γβ γβ β

 

v  (1.43) 

При малых скоростях β → 0 (в нерелятивистском пределе) имеем 
/ ,cλ = λ β  (1.44) 

т. е. дебройлевская длина волны λ больше комптоновской λc. Соответственно, 
при больших скоростях (в релятивистском случае β ≈ 1) получим 

/ ,cλ = λ γ  (1.45) 
т. е., наоборот, дебройлевская длина волны меньше комптоновской. Они совпа-
дают, т. е. λ = λc при β2 = 1/2. 

Волновые свойства частиц впервые непосредственно были обнаружены в 
экспериментах Клинтона Дэвиссона и Лестера Джермера (1927) [15], Джорджа 
П. Томсона (1928) [16] и Петра Саввича Тартаковского (1928) [17], в которых 
наблюдалась дифракция электронов при их отражении от монокристалла [15] и 
прохождении через тонкие поликристаллические металлические фольги [16, 17]. 
За эти работы Дэвиссон и Томсон были удостоены в 1937 г. Нобелевской премии. 

Дополнительная литература 

1. Матвеев А. Н. Атомная физика. М.: Высш. шк., 1989. 439 с.
2. Зоммерфельд А. Строение атома и спектры / пер. с нем. М.: Гос. изд-во тех-

нико-теоретической лит., 1956. В 2 т.
3. Шпольский Э. В. Атомная физика. М.: Наука, 1974. В 2 т.
4. Вихман Э. Квантовая физика. Берклеевский курс физики. Т. 4 / пер. с англ. М.:

Наука, 1974.



18

Глава 2. Основные понятия квантовой механики. 
Уравнение Шредингера 

Перечисленные волновые свойства частиц и корпускулярные свойства элек-
тромагнитных волн позволили объяснить на единой основе довольно широкий 
круг явлений и предсказать новые, еще неизвестные.  

Вместе с тем сочетание свойств волны и частицы в одном объекте в рамках 
классической физики представлялось невозможным. Правила квантования 
Бора – Зоммерфельда также непоследовательны. Для их формулировки исполь-
зовались понятия классической механики (орбита электрона), хотя сама идея 
квантования чужда классической физике. Указанные трудности и противоречия 
удалось преодолеть Вернеру Гейзенбергу (1925) [18], Максу Борну и Паскуалю 
Иордану (1925) [19], создавшим матричную квантовую механику, и Эрвину 
Шредингеру (1926) [20], который описал квантовые явления при помощи аппа-
рата волновой механики, оперирующего с непрерывными величинами и оказав-
шегося особенно эффективным для решения конкретных задач. В начале мая 
1926 г. Шредингер опубликовал статью [21], в которой была показана математи-
ческая идентичность матричной и волновой механики.  

После данной работы Шредингера стало ясно, что имеется единая теория, 
квантовая механика, и что матричная и волновая механика представляют лишь 
разные формы этой единой теории.  

Мы попытаемся последовательно изложить результаты этих работ, не сле-
дуя им буквально, начиная с простейшего случая одной частицы, затем посте-
пенно будем усложнять задачу. 

2.1. Волна де Бройля свободной частицы. Уравнение Шредингера 

Начнем с описания движения свободной частицы, а затем обобщим на слу-
чай присутствия силового поля. Попытаемся написать линейное дифференциаль-
ное уравнение, которому удовлетворяет волна де Бройля.  

Следуя де Бройлю, сопоставим свободной частице с импульсом р и энер-
гией Е плоскую волну с частотой ω = E/ħ и волновым вектором k = р/ħ (волну 
де Бройля), описываемую функцией 

,
 − − − ω +  ψ = =  

Eti
i t iAe Ae

pr
kr  (2.1) 

причем де Бройль полагал, что энергия и импульс связаны релятивистским соот-
ношением 2 2 2 2 4

0 .E p c m c= +  В этом случае фаза – релятивистский инвариант: 

( ) 0 0 0 0/ ( ) / ( ) / , / , .µ µφ = − = − = = =i iEt p x p x p x p E c x ctpr       (2.2) 
Поверхность постоянной фазы такой волны есть плоскость, перпендикулярная p. 

Какому же уравнению удовлетворяет волна (2.1)? На этот вопрос стал искать 
ответ Шредингер. Он тоже сначала исходил из релятивистского соотношения, но 
опубликовал нерелятивистский вариант, когда v << c или p << m0c, т. е. 
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2 2
2 2 2 4 2 2

0 0 02 2
0 0

1 .
2

p pE p c m c m c m c
m c m

= + = + = +    (2.3) 

Опуская m0c2 (начало отсчета энергии, далее увидим, что это несущественно), 
имеем 2

0/ 2 .E p m=  
Тогда в нерелятивистском приближении волна де Бройля будет удовлетво-

рять следующему линейному дифференциальному уравнению: 
2 2

2

0 0

,
2 2

i
t m m

∂
ψ = − ∇ ψ ≡ − ∆ψ

∂
 

   (2.4) 

где grad∇ ≡  – векторный дифференциальный оператор набла (или градиент), 
действующий на функцию, с компонентами  

, , , ∂ ∂ ∂
∇ =  ∂ ∂ ∂ x y z  (2.5а) 

а 2∆ = ∇ −  скалярный оператор Лапласа 
2 2 2

2 2 2 .
x y z

∂ ∂ ∂
∆ = + +

∂ ∂ ∂       (2.5б) 

Действительно, подставляя в уравнение (2.4) выражение (2.1) для ψ, полу-
чим слева  

,i E
t

∂
ψ = ψ

∂


справа 
2 2

2

0 0

.
2 2m m

− ∇ ψ = ψ
p

Приравнивая левую часть правой, имеем правильное уравнение дисперсии, т. е. 
соотношение между энергией и импульсом E = p2/2m0. 

Но волновая функция де Бройля (2.1) лишь частное решение уравне-
ния (2.4). Постулируем, что такая волна описывает состояние свободного движе-
ния частицы с определенными энергией и импульсом.  

Обратим внимание, что приведенные выше соображения для написания 
уравнения (2.4), которое и есть уравнение Шредингера для свободной нереляти-
вистской частицы, ни в коей мере не являются выводом этого уравнения. На са-
мом же деле Шредингер открыл новый закон природы, выражаемый этим урав-
нением. Как и любой другой закон, например закон Ньютона, он ниоткуда не 
следует и не вытекает. Процессы, происходящие в природе, подчиняются ему, 
что подтверждается всей совокупностью экспериментов и наблюдений. Именно 
всей совокупностью, ибо даже один случай, противоречащий закону, отвергает 
этот закон. Конечно, есть пределы применимости законов: когда один теряет 
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силу, вступает в действие другой закон. Например, закон Ньютона справедлив 
при скоростях, много меньших скорости света, при больших скоростях вступают 
в силу релятивистские законы, открытые Эйнштейном. Законы же Ньютона есть 
просто предельный случай более общих законов, и они с достаточной точностью 
описывают процессы в своей области применимости. 

Точно так же и квантовые нерелятивистские законы должны вытекать из со-
ответствующих релятивистских законов и переходить в классические при опре-
деленных условиях, которые мы обсудим далее. 

Таким образом, теперь исходим из уравнения Шредингера и попробуем вы-
яснить и интерпретировать свойства его решений. 

 
2.2. Принцип суперпозиции состояний 

 
Будем считать, что любое решение уравнения (2.4) описывает некоторое со-

стояние свободной частицы, и называть его волновой функцией.  
Одним из основных и важнейших положений квантовой механики является 

принцип суперпозиции состояний. В простейшей форме он сводится к двум 
утверждениям.  

1. Если какая-либо система может находиться в состояниях, описываемых 
волновыми функциями ψ1

 
и ψ2, то она может находиться и в состояниях, которые 

описываются линейной комбинацией (суперпозицией) этих функций, т. е.  

1 1 2 2 ,a aψ = ψ + ψ                                              (2.6) 
где a1 и a2 – любые комплексные числа, не зависящие от времени. 

2. Если волновую функцию умножить на любое неравное нулю комплексное 
число, то новая функция будет описывать то же состояние системы. 

В нашем случае принцип суперпозиции выполняется в силу линейности 
уравнения Шредингера для свободной частицы. С другой стороны, он требует 
линейности уравнения и в общем случае, т. е. накладывает ограничения на взаи-
модействие.  

Принцип суперпозиции состояний отражает очень важное свойство кванто-
вых систем, не имеющее аналога в классической физике. Действительно, рас-
смотрим состояние, которое изображается волновой функцией 

( ) ( )1 1 2 2
1 1 2 2 1 2 .− ω − − ω −ψ = ψ + ψ = +i t i ta a a e a ek r k r

                     (2.7) 
В состояниях ψ1 и ψ2 у частицы определенные (но разные) импульсы p1 = ħk1 и 
p2 = ħk2 соответственно. В состоянии же (2.7) движение частицы не характери-
зуется определенным значением импульса, так как его нельзя изобразить плос-
кой волной с одним значением волнового вектора. «Вес» состояний ψ1 и ψ2  
в данной суперпозиции, как мы увидим далее, пропорционален квадратам моду-
лей коэффициентов a1 и a2. 

Таким образом, квантовая механика допускает состояния, в которых неко-
торые физические величины не имеют определенных значений. 
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2.3. Волновой пакет. Фазовая и групповая скорости 

Рассмотрим теперь состояние свободного движения, которое характеризу-
ется волновой функцией, представленной волновым пакетом следующего вида: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0

, ,
+∆∞

− ω − ω

−∞ −∆

ψ = =∫ ∫
k k

i kz t i kz t

k k

z t A k e dk e dk  (2.8) 

т. е. в виде суперпозиции плоских волн, волновые векторы которых направлены 
по оси z и имеют значения, лежащие в интервале 0 0 .k k k k k− ∆ ≤ ≤ + ∆  

Таким образом, функция A(k), характеризующая распределение волновых 
векторов (импульсов) в этой суперпозиции (пакете волн), имеет прямоугольную 
форму (рис. 2.1): 

( ) 0 0

0 0

1 ,
0 .

k k k k k
A k

k k k k k
− ∆ ≤ ≤ + ∆

=  + ∆ ≤ ≤ − ∆
     (2.9) 

2.3.1. Фазовая скорость 

Функция, описывающая плоскую волну, которая распространяется вдоль 
оси z, с волновым вектором k = (kx, ky, kz) = (0, 0, k), направленным по оси z, имеет 
вид 

( ) ( ).− ω − ω=i t i kz te ekr   (2.10) 
Она имеет постоянное значение (например, на гребне волны или во впадине) на 
поверхности постоянной фазы: 

const,t kz tφ = − ω = − ω =kr  (2.11) 
которая представляет собой плоскость, перпендикулярную вектору k (оси z) и 
движущуюся в направлении k (вправо по оси z, т. е. в сторону увеличения z).  

Действительно, из формулы (2.11) следует 
const .z t

k k
ω

= +  (2.12) 

Рис. 2.1. Распределение в волновом пакете 
амплитуд плоских волн по волновым векто-
рам k шириной 2∆k 
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Скорость движения этой поверхности – фазовая скорость – равна 

.dz E
dt k pφ

ω
= = =v        (2.13) 

В общем случае связь между энергией и импульсом можно записать как 
2 2 ,pE mc c= =

v   (2.14) 

где m – релятивистская масса, так что 
2

.c cφ = >v
v    (2.15) 

Фазовая скорость массивной частицы всегда больше скорости света, причем 
стремится к бесконечности при k → 0. Это свойство релятивистских частиц свя-
зано с конечностью массы покоя. Действительно, при k → 0 волновая функ-
ция (2.10) во всех точках пространства будет испытывать колебания во времени 
с практически одинаковой фазой ω0t ~ m0c2t/ħ (m0 – масса покоя), это и означает 
бесконечную скорость распространения фазы. Изменение фазы за малое 
время ∆t, например в точке z = 0, равное ω0∆t, скомпенсируется лишь на очень 
большом расстоянии z = (ω0/k)∆t, что и отвечает почти мгновенному (при k → 0) 
перемещению поверхности постоянной фазы на большое расстояние. 

2.3.2. Групповая скорость 

Вернемся к нашему волновому пакету: 

( ) ( )
0

0

, .
+∆

− ω  

−∆

ψ = ∫
k k

i kz k t

k k

z t e dk       (2.16) 

Введем новую величину κ = k – k0, т. е. волновой вектор, отсчитываемый от цен-
тра распределения, изображенного на рис. 2.1, и изменяющийся в пределах от 
–∆k до +∆k. Раскладывая в ряд по κ величину ω(k) вблизи k0 и ограничиваясь
первым членом разложения, получаем 

( ) ( ) ( )
0

0 0 .
k

dk k k
dk
ω ω = ω + κ = ω + κ 

      (2.17) 
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Тогда 

( ) ( )

( ) ( ) ( )0

0

0 0 0

0 0 0 0

2sin

,

, .

 ω ∆  κ −      − ω   

−∆

   − ω − ω   

ω
− ∆

ω
−

ψ = κ =

    
       = ≡
  
  

  

∫ k

k

k

dk i z t
dki k z k t

k

i k z k t i k z k t

d
z t k

dk

d
z t

dk

z t e e d

e A z t e
     (2.18) 

Таким образом, мы получили плоскую волну с зависящей от z и t амплиту-
дой A(z, t), изображенной на рис. 2.2, причем максимум этой амплитуды дости-
гается при 

0

0
 ω − ⇒     k

dz t
dk   (2.19) 

или при 

0

,ω =  
 k

dz t
dk       (2.20) 

т. е. координата максимума движется так же, как и фазовая поверхность: вправо, 
но с другой скоростью, которая называется групповой и равна 

0 0

g . ω = =   
   k p

d dE
dk dp

v      (2.21) 

Рис. 2.2. Вид амплитуды A(z, t) в момент t = 0. Ее максимум достигается при z = 0 
и равен 2∆k. С течением времени средняя точка волнового пакета, соответствующая 
    максимуму амплитуды, перемещается в пространстве с групповой скоростью 
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Вспоминая, что в нерелятивистском случае 
2

2 ,
2
pE mc
m

= +

получаем 

 
0 0

g
0

, 
= = = 

 

p kdE
dp m m

v = v      (2.22) 

т. е. групповая скорость волнового пакета совпадает со скоростью частицы. 

2.4. Соотношение неопределенностей 

Амплитуда изображенного на рис. 2.1 пакета в момент t = 0 в точках 
z = zn = πn/∆k (n = ±1, ±2…) обращается в нуль. Значение ∆z = 2z1 = 2π/∆k можно 
рассматривать как пространственную протяженность волнового пакета. Причем 
реальная протяженность даже превосходит 2π/∆k, поскольку пакет (хотя и с ма-
лой амплитудой) продолжается и за пределами z1 и z−1 = z′1 (см. рис. 2.2). Чем 
меньше ∆k (разброс значений импульсов), т. е. чем точнее определен импульс в 
пакете, тем больше его пространственная протяженность (разброс в простран-
стве). Учитывая, что ∆k = ∆p/ħ, из ∆z∆k ≥ 2π получаем 

2 .z p∆ ∆ ≥ π  (2.23) 
Точно так же из-за разброса по k у частицы имеется разброс по частотам (энер-
гиям), определяемый как 

,d k
dk
ω ∆ω = ∆ 

 
      (2.24) 

поэтому при фиксированном значении z, например при z = 0, пакет будет так же 
ограничен и во времени в области ∆t ≥ 2π/∆ω, т. е. 

2 .t E∆ ∆ ≥ π     (2.25) 
Итак, распределение импульсов с разбросом по kz, равным 2∆k, приводит к 

распределению координат с разбросом ∆z = 2z1= 2π/∆k = 2πħ/∆p (рис. 2.3). 

Рис. 2.3. Разбросу по импульсам отвечает разброс по координатам и наоборот 
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С другой стороны, это означает, что если мы имеем пакет пространственной 
протяженности ∆z, то частица должна иметь разброс соответствующих компо-
нент импульсов ∆pz = 2πħ/∆z. Причем чем точнее определена координата ча-
стицы, тем менее определенным становится ее импульс, и, наоборот, чем точнее 
координата, тем неопределеннее импульс. Этот принцип неопределенности, от-
крытый Вернером Гейзенбергом в 1927 г. [22], является одним из краеугольных 
камней квантовой механики и выражается соотношениями неопределенно-
сти (2.23, 2.25). Далее мы дадим более точную формулировку этого принципа. 

Таким образом, если распределение A(k) импульсов, изображенное на 
рис. 2.3 слева, соответствует распределению координат A(z), изображенному 
справа, то прямоугольное распределение координат приведет к распределению 
импульсов, аналогичному изображенному справа (в дальнейшем мы это пока-
жем более строго). 

2.4.1. Дифракция на щели 

Такая ситуация (с прямоугольным распределением по координате z ча-
стицы) реализуется, если мы ограничим плоскую волну, идущую в направле-
нии x с импульсом p0, щелью в направлении z шириной ∆z. В результате мы по-
лучим распределение компонент импульсов частицы pz

 
вблизи нулевого значе-

ния с шириной, равной ∆pz = 2πħ/∆z, как изображено на рис. 2.4.  
Наличие компоненты импульса по оси z означает отклонение направления 

движения частицы от первоначального. В результате на экране (справа от щели) 
будут наблюдаться светлые и темные (в местах, куда попадают электроны) по-
лосы – дифракционная картина, характерная для волн. 

Угол β отклонения от первоначального направления движения частицы 
определяется величиной 0tg ,β = ∆ zp p  так что угол, отвечающий ширине рас-
пределения по импульсам, определится из 

0 0

2tg .zp
p p z z

∆ π λ
β = ≈ =

∆ ∆


     (2.26) 

Рис. 2.4. Иллюстрация 
дифракции на щели 
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Из этого выражения следует, что заметным отклонение движения частицы от 
прямолинейного (а это и есть дифракция) будет лишь тогда, когда ширина щели 
сравнима с длиной волны. Таким образом, для электронов даже сравнительно 
малых энергий, например E = 100 эВ, длина волны λ = 1,2 Å – уже порядка меж-
атомных расстояний в веществе, т. е. чтобы наблюдать волновые свойства такого 
электрона, нужны щели данного размера. Такие щели имеются только в кристал-
лах, на которых и наблюдалась дифракция электронов.  

Заметим, что из формулы (2.26) следует, что переход к классическому пре-
делу, когда tg 0,β =  осуществляется при ħ → 0 (в этом случае и λ → 0). 

2.5. Свойства волновой функции и ее фурье-образа 

Рассмотрим наиболее общую суперпозицию волн де Бройля: 

( )
( )

( ) 3
3

1, ,
2

 − 
 ψ = ϕ

π ∫  



Eti
t e d p

pr

r p   (2.27) 

где ϕ(p) – функция, для которой интеграл 

( ) 2 3d pϕ∫ p

конечен, в остальном она произвольна. Функция ψ(r, t) также удовлетворяет 
уравнению Шредингера и описывает свободную частицу, не обладающую опре-
деленным импульсом (волновой пакет). Исследуем математические свойства 
этой волновой функции, на которые опирается ее физическая интерпретация. 

Положим 

( ) ( ), ,
−

ϕ = Φ

Eti
e tp p   (2.28) 

тогда формула (2.27) перепишется как 

( )
( )

( ) 3
3

1, , .
2

ψ = Φ
π ∫ 



i
t t e d p

pr

r p      (2.29) 

Это выражение не что иное, как разложение функции в интеграл Фурье. 
Его обращение (фурье-образ функции ψ(r, t)) имеет вид 

( ) ( ) 3, , .
−

Φ = ψ∫ 

i
t t e d r

pr

p r      (2.30) 

Для доказательства формулы (2.30) умножим обе части предыдущего выраже-
ния (2.28) на ( )exp /i ′− p r  и проинтегрируем по d3r: 

( )
( )

( )
( )

( )3 3 3
3

1, , , .
2

′−′
−

′ψ = Φ = Φ
π∫ ∫ 

i i
e t d r t e d kd r t

p p rp r

r p p   (2.31) 
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В результате получилось выражение (2.30) для фурье-образа Φ(p, t). Здесь мы 
использовали выражение 

( )
( ) ( ) ( )33 3 2 ,

′−
′− ′= = π δ −∫ ∫

i ie d r e d r
p p r

k k r k k  (2.32) 

которое определяет δ-функцию Дирака δ(k – k′). 

2.5.1. Отступление о δ-функции 

Рассмотрим функцию 

( )
0

0

0

02sin 2 .
+

→ ∞

−

= → πδ∫ z

z
zik z z

z
zz

k ze dz k
k   (2.33) 

Она как раз и характеризует распределение импульсов в прямоугольном пакете, 
т. е. дифракцию от щели шириной ∆z = 2z0, которая изображена на рис. 2.4. При 
больших z0 эта функция имеет резкий максимум при kz = 0, равный 2z0, и обра-
щается в нуль при kz = ±nπ/z0 (n – любое целое число), т. е. его ширина равна 
2π/z0 (как показано на рис. 2.5). При 0 → ∞z  функция (2.33) становится беско-
нечно узкой и бесконечно высокой, площадь S под ней при этом сохраняется и 
равна 2π. Поделив функцию (2.33) на 2π, получим δ-функцию. Она отлична от 
нуля только в одной точке и имеет единичную площадь, поэтому для любой 
функции f (k) можно написать  

( ) ( ) ( ) .f k f k k k dk′ ′ ′= δ −∫   (2.34) 

Это главное свойство δ-функции; оно означает, что любую функцию можно 
представить в виде суперпозиции δ-функций. 

Рис. 2.5. Функция 2sin kzz0/kz имеет резкий 
максимум при kz = 0 шириной 2π/z0 и высо-
той 2z0, площадь под кривой S = 2π. При 

0z → ∞  это очевидно, поскольку кривую 
можно аппроксимировать узким треуголь-
ником с основанием 2π/z0 и высотой 2z0, 
интегрирование дает тот же результат 
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Точно так же имеют место равенства 

( ) ( )и2     2 .yx ik yik x
x ye dx k e dy k

+∞ +∞

−∞ −∞

= πδ = πδ∫ ∫   (2.35) 

Перемножая все выражения (2.33, 2.35), будем иметь 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )32+ + = π δ δ δ∫ x y zi k x k y k z

x y ze dxdydz k k k
или 

( ) ( )33 2 .ie d r = π δ∫ kr k     (2.36) 

Это и есть выражение для трехмерной δ-функции (2.32). 

2.6. Нормировочные интегралы. Уравнение неразрывности 

Очень важным свойством волновой функции и ее фурье-образа является ра-
венство интегралов, которые мы назовем нормировочными: 

( ) ( )
( )

3
2 23

3, , .
2

ψ = Φ
π∫ ∫


d pt d r tr p     (2.37) 

Это доказывается достаточно просто. Действительно, 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

3 3
2 3 3

3 3

3 3 3
23

3 3 3

, , ,
2 2

, , 2 , .
2 2 2

′
−∗

∗

′
′ψ = Φ Φ =

π π

′
′ ′= Φ Φ π δ − = Φ

π π π

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

i id p d pt d r d r t e t e

d p d k d pt t t

pr p r

r p p

p p k k p
 (2.38) 

Другим важным свойством является независимость их от времени. Это сле-
дует из уравнения Шредингера. Напишем его: 

2
2 .

2
i

t m
∂

ψ = − ∇ ψ
∂



      (2.39) 

Напишем также комплексно-сопряженное уравнение: 
2

2 .
2

i
t m

∗ ∗∂
− ψ = − ∇ ψ

∂


      (2.40) 

Умножая первое уравнение (2.39) слева на ψ*, a комплексно-сопряжен-
ное (2.40) – на ψ и вычитая из первого второе, находим 

 ( )
2

2 2( ) .
2

i
t m

∗ ∗ ∗∂
ψ ψ = ψ∇ ψ − ψ ∇ ψ

∂


 (2.41) 
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Введем новые величины: 

,∗ρ = ψ ψ  ( ) Im ,
2mi m

∗ ∗ ∗= ψ ∇ψ − ψ∇ψ = ψ ∇ψj  

 (2.42) 

тогда из выражения (2.41) приходим к дифференциальному уравнению, связыва-
ющему эти величины: 

div 0.
t

∂ρ
+ =

∂
j        (2.43) 

Это так называемое уравнение неразрывности, или непрерывности, являю-
щееся основой вероятностной интерпретации квантовой механики. Обсудим его 
подробнее.  

Проинтегрируем левую и правую части этого равенства по объему, ограни-
ченному замкнутой поверхностью. Объемный интеграл от правой части по тео-
реме Остроградского – Гаусса равен потоку вектора j через поверхность: 

.∂
ρ = −

∂ ∫ ∫ n
V S

dV dS
t

j       (2.44) 

Если принять, что величина ρ(r) пропорциональна плотности вероятности найти 
частицу в точке r (т. е. плотности распределения частиц), а j(r) – плотности тока 
вероятности (плотности потока частиц), то выражение (2.44) будет означать, что 
число частиц, убывающих из объема V в единицу времени, равно потоку частиц 
через поверхность, ограничивающую объем (т. е. числу частиц, пересекающих 
эту поверхность в единицу времени).  

Действительно, рассмотрим волну де Бройля, которая описывает частицу с 
заданным импульсом p = ħk: 

( ) ( ).
− − ωψ = =

i Et i tAe Ae
pr kr

Для нее формулы (2.42) дают 

2 ,A∗ρ = ψ ψ =
2Im .A

m m
∗= ψ ∇ψ = = ρ

kj v 

 (2.45) 

Выражение для плотности тока j имеет простой физический смысл числа частиц, 
которые пересекут единичную площадку за единицу времени. Действительно, 
число частиц dn, пересекающих площадку dS за время dt, – это есть все частицы, 
находящиеся на расстоянии < vdt от площадки dS (рис. 2.6), т. е. все частицы в 
объеме dV = vdt dS, а их число равно dn = ρvdt dS, где ρ – плотность числа ча-
стиц, так что число частиц, пересекающих единичную площадку в единицу вре-
мени (плотность потока частиц), будет равно j = dn/dt dS = ρv. 
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Таким образом, уравнение (2.33) отражает тот факт, что в нерелятивистской 
теории имеет место закон сохранения числа частиц: частицы не рождаются и не 
исчезают, а изменение числа частиц в некотором объеме происходит просто за 
счет ухода частиц через его поверхность. Число же частиц не меняется. 

Этот закон был сформулирован Михаилом Васильевичем Ломоносовым в 
более общем виде еще в 1748 г.: «Все встречающиеся в природе изменения про-
исходят так, что если к чему-либо нечто прибавилось, то это отнимается у чего-
то другого». 

2.7. Вероятностная интерпретация волновой функции 

Устремляя поверхность в равенства (2.44) к бесконечности и учитывая убы-
вание, необходимое для обеспечения сходимости объемного интеграла от |ψ|2, 
получим, что поверхностный интеграл обращается в нуль, т. е. 

2 const.dV dVρ = ψ =∫ ∫
Так что можно умножить ψ на подходящий множитель (равный const–½), с тем 
чтобы нормировать ее по условию 

( ) 23 , 1.ψ =∫ d r tr  (2.46) 

У этой нормировки имеется вполне конкретный физический смысл, уточняющий 
нашу вероятностную интерпретацию волновой функции: полная вероятность 
найти частицу во всем объеме равна единице.  

В вышеприведенные формулы (2.29, 2.30) функции Φ и ψ входят симмет-
рично и совершенно равноправно. Эта симметрия подсказывает, что трактовка ψ 
и Φ должна быть единообразной. Кроме того, в трактовке должно отражаться 
сохранение интегралов от этих функций. Этим требованиям и удовлетворяет ве-
роятностная интерпретация волновой функции, предложенная Максом Борном в 
1926 г. (еще ее называют копенгагенской) [23]. Именно за это Борн в 1954 г. по-
лучил Нобелевскую премию.  

Предполагается, что физическая величина в некоторых условиях может не 
иметь определенного значения. Тогда при многократном ее измерении в одних и 
тех же условиях будут получаться те или иные значения, так что в серии измере-
ний будет существовать неустранимый статистический разброс.  

Рис. 2.6. Поток частиц dφ через площадку dS, т. е. 
число частиц, пересекающих эту площадку в единицу 
времени, по определению равен плотности потока j на 
величину этой площадки: dφ = j dS = ρv dS 
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Количественной мерой разброса некоторой величины λ относительно ее 
среднего значения 〈λ〉 принято считать среднюю величину 〈(λ – 〈λ〉)2〉, называе-
мую среднеквадратичным разбросом. Этот неустранимый разброс в квантовой 
механике считается первичным фактором, законом природы. Также такая трак-
товка подразумевает, что и волны, описывающие частицы или фотоны, представ-
ляют из себя не колебания некоторой непрерывной субстанции (из которых 
можно построить пакеты, т. е. сгустки, являющиеся частицами), а волны, описы-
вающие вероятности найти точечную частицу в той или иной точке простран-
ства. Этот случай означает, что частица не имеет определенных координат в про-
странстве. Частица как бы размазана в пространстве с соответствующей вероят-
ностью (которая и определяет плотность вещества, т. е. частиц в пространстве).  

Таким образом, выражение 

( ) ( ) 2 2 23, ,= ψ ≡ ψ ≡ ψdW t t d r dV dr r r   (2.47) 

трактуется как вероятность того, что при измерении координаты частицы в мо-
мент t получатся значения, лежащие вблизи точки r = (x, y, z) в элементе объ-
ема dV, т. е. в интервалах координат (x, x + dx), (y, y + dy), (z, z + dz). Таким обра-
зом, величина |ψ|2 = dW/dV представляет собой плотность вероятности.  

Сама же волновая функция ψ(r, t) есть так называемая амплитуда вероят-
ности найти частицу в точке r в момент времени t. 

Интеграл ( ) 23 ,ψ∫ d r tr  представляет сумму вероятностей всех возможных
значений координат, т. е. вероятность найти частицу во всем пространстве. Он 
по определению должен равняться единице. Это и есть условие нормировки вол-
новой функции. 

Аналогично выражение 

( ) ( ) ( )2 33, / 2= Φ πdW t d pp p  (2.48) 

трактуется как вероятность того, что при измерении импульса будут получены 
значения вблизи p в элементе объема d3p пространства импульсов.  

Заметим, что dW(p) у нас получилось не зависящим от t. Это особенность, 
свойственная только свободной частице. Величина Φ(р, t) называется волновой 
функцией в пространстве импульсов (или в импульсном представлении). Она 
есть амплитуда вероятности частице иметь импульс p.  

2.8. Причинность в квантовой механике 

Поскольку уравнение Шредингера содержит производную по времени пер-
вого порядка, это означает, что задание начального значения ψ(r, t) при t = 0 од-
нозначно определяет ψ для всех последующих времен t, так что волновая функ-
ция развивается во времени причинным образом, хотя сама она определяет веро-
ятность случайного события.  
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Наряду с таким причинным изменением волновой функции ψ(r, t) имеет ме-
сто также ее скачкообразное изменение в результате измерения. Например, если 
в некоторый момент t в результате измерения получено какое-то значение коор-
динаты частицы (благодаря чему оно достоверно известно), то распределение ве-
роятностей, характеризуемое функцией ψ, перестает существовать. Такое изме-
нение называется редукцией волнового пакета. Однако редукция отнюдь не яв-
ляется реальным физическим процессом. Это логическая операция. Процесс из-
мерения меняет состояние частицы. 

2.9. Стационарные состояния. Операторы энергии и импульса 

Рассмотрим частное решение нашего уравнения Шредингера вида 

( ) ( ), .
−

Ψ = ψ 

Eti
t er r  (2.49) 

Тогда, подставляя равенство (2.49) в уравнение 
2

2 ,
2

i
t m

∂
Ψ = − ∇ Ψ

∂


   (2.50) 

получаем для волновой функции ψ(r), зависящей только от координат, стацио-
нарное уравнение Шредингера (в отличие от нестационарного (2.50): 

( ) ( )
2

2 .
2

E
m

− ∇ ψ = ψr r

 (2.51) 

Волновая функция (2.49) описывает так называемое стационарное состояние, 
поскольку |Ψ(r, t|2 = |ψ(r)|2 не зависит от времени. 

Стационарное уравнение (2.51) представляет собой задачу на собственные 
значения. Классическим примером являются задачи на определение собствен-
ных частот колеблющихся тел (струн, мембран и т. д.). В таких задачах решения 
уравнений подчиняются определенным граничным условиям (в отличие от 
начальных условий, когда задается значение функции в начальный момент вре-
мени, здесь задаются значения функции на некоторых пространственных грани-
цах). В квантовой механике роль граничных условий часто играют требования 
конечности, непрерывности и однозначности решений, а также условия ортого-
нальности и нормировки волновых функций. 

Решение стационарного уравнения, обладающее требуемыми свойствами, 
называется собственной функцией дифференциального оператора 2 2 / 2 ,m− ∇  
а энергия Е – собственным значением этого оператора. Естественно назвать его 
оператором энергии, а поскольку у свободной частицы не существует другой 
энергии, кроме кинетической, то оператором кинетической энергии частицы T̂ : 

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2

ˆ .
2 2 2 x y zT

m m x y z m
 ∂ ∂ ∂

= − ∇ = − + + ≡ − ∇ + ∇ + ∇ ∂ ∂ ∂ 

  

    (2.52) 
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Очевидно, что плоская волна ( ) ( )exp /ψ = ir pr  есть собственная функция 

оператора T̂ , отвечающая собственному значению:  
22 22 2

.
2 2 2 2 2

yx z
x y z

pp ppE E E E
m m m m m

= = = + + ≡ + +
p

 

Аналогичным образом можно ввести оператор импульса частицы ˆ ,i= − ∇p 

та же плоская волна будет его собственной функцией с собственным значе-
нием p: 

( ) ( ) ( )ˆ exp / exp / exp / .= − ∇ =   i i i ip pr pr p pr               (2.53) 
Поэтому можно выразить оператор кинетической энергии через оператор им-
пульса: 

22 22 2
2 ˆˆ ˆ ˆˆ .

2 2 2 2 2
yx z

pp pT
m m m m m

= − ∇ = = + +
p

                              (2.54) 

В квантовой механике каждой физической величине сопоставляется свой 
оператор. Возможные значения данной величины, согласно Шредингеру, отож-
дествляются с собственными значениями соответствующего оператора. 

Совокупность собственных значений составляет спектр оператора. Если 
спектр состоит из множества дискретных собственных значений, то он называ-
ется дискретным.  

Если же возможны любые значения собственных значений в некотором ин-
тервале, то спектр называется сплошным, или непрерывным. В частности, спектр 
энергий и импульсов свободной частицы – непрерывный. Это связано с инфи-
нитностью движения частицы при классическом описании (т. е. с возможностью 
частицы уходить на бесконечно большие расстояния). Ограничение же движения 
частицы (финитность) в пространстве при классическом подходе сразу же при-
водит к дискретности спектра ее энергий и импульсов в квантовой теории.  

 
2.10. Свободная частица в ограниченном объеме пространства 

 
Действительно, сначала заметим, что не все волновые функции можно нор-

мировать на единицу во всем объеме. Примером такой функции является плоская 
волна де Бройля (2.45), описывающая состояние свободной частицы с опреде-
ленным импульсом р. Нормировочный интеграл от нее пропорционален объему 
пространства, в котором находится частица, и обращается в бесконечность в бес-
конечном пространстве: 

( ) 2 23, .→ ∞Ψ = → ∞∫ V

V

t d r A Vr                       (2.55) 

Нормируемость функции можно обеспечить, поместив частицу внутри 
очень большого, но ограниченного объема, имеющего, например, вид куба с реб-
ром L. На поверхности этого объема волновые функции должны удовлетворять 
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некоторым граничным условиям. При достаточно большом L (L >>> λ) влияние 
граничных условий на характер движения частицы в объеме V = L3 будет очень 
малым. Поэтому граничные условия можно выбрать в произвольном, достаточно 
простом виде. Наиболее часто в качестве граничных условий принимаются усло-
вия цикличности с периодом L, т. е. требующие, чтобы волновая функция удо-
влетворяла условиям 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , .ψ = ψ + = ψ + = ψ +x y z x L y z x y L z x y z L    (2.56)

Здесь ψ(r) = ψ(x, y, z) – пространственная часть функции стационарного состоя-
ния 

( ) ( ) ( ), ,
− − ωΨ = ψ = ψ

Eti i tt e er r r  (2.57) 
удовлетворяющая стационарному уравнению Шредингера (2.51) 

( ) ( )
2

2 .
2

E
m

− ∇ ψ = ψr r

Давайте решим это уравнение. Перепишем его в развернутом виде 
2 2 2 2

2 2 2 ( , , ) ( , , ).
2

 ∂ ∂ ∂
− + + ψ = ψ ∂ ∂ ∂ 

 x y z E x y z
m x y z   (2.58) 

Решение ищем в виде ( , , ) ( ) ( ) ( ).ψ = ψ ψ ψx y z x y z  Подставляя в соотношение (2.58) 
и деля обе части уравнения на ( ) ( ) ( ),x y zψ ψ ψ  получаем 

2 ( ) ( ) ( ) .
2 ( ) ( ) ( ) x y z

x y z E E E E
m x y z

′′ ′′ ′′ ψ ψ ψ
− + + = ≡ + + ψ ψ ψ 



(2.59) 

Слева имеем три независимых слагаемых, зависящих от разных переменных; 
справа – число, которое можно представить в виде суммы трех, так что получаем 
три независимых одномерных уравнения второго порядка: 

2

( ) ( ),
2 xx E x

m
′′− ψ = ψ



2

( ) ( ),
2 yy E y

m
′′− ψ = ψ



2

( ) ( ).
2 zz E z

m
′′− ψ = ψ



(2.60) 

Постановка в уравнения (2.60) функций 
( ) ,i ix

ix ceαψ =    (2.61) 
где {xi} = (x1, x2, x3) = (x, y, z), {αi} = (α1, α2, α3) = (αx, αy, αz), дает характеристи-
ческие уравнения для определения αi: 

2
2 .

2 ii xE
m

− α =


(2.62)
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Поскольку энергия свободного движения положительна, то 

2

2
,i

i

x
i x

mE
i ikα = ± ≡ ±



(2.63) 

где, как и ранее, {ki} = (k1, k2, k3) = (kx, ky, kz). 
Таким образом, 

2 2 2 2
2 2 2 2, , .

2 2
i

i

x
x x y z x y z

k
E E E E E k k k

m m
= = + + = = + +

k k




(2.64) 

Для волновых функций получаем 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.

±

± + +±± ±± ± ± ±

ψ = ψ ψ ψ =

= = =x y zyx z
ik x ik y ik zik yik x ik z i

x y z

A e e e A e A e kr

r
(2.65) 

Общее решение для волновой функции есть суперпозиция этих решений, пред-
ставляющих плоские бегущие волны. Волновой вектор k = (kx, ky, kz) определяет 
направление распространения волны и энергию состояния: 

2 2 2

,
2 2

E
m m

= =
k p

(2.66) 

где р = ħk – импульс частицы. 
Если волновой вектор направлен по оси x, т. е. k = (k, 0, 0), это означает, что 

волновая функция зависит только от координаты x, волна распространяется 
вдоль этой координаты с импульсом ħk. 

Действительно, вспомним зависимость волновой функции от времени: 
( , ) ( ) .− ω − ω ± − ω ±

± ± ± ±Ψ = ψ = =i t i t i t kxt e A e A ekrr r (2.67) 
Значения волновых функции определяется фазами: 

.t t kx±φ = −ω ± = −ω ±kr (2.68) 
Поверхность постоянного значения функции есть поверхность постоянного зна-
чения фазы: 

const.t t kx±φ = −ω ± = −ω ± =kr (2.69) 
Это есть плоскость, перпендикулярная направлению k, в нашем случае оси x, т. е. 
плоскость (y, z). Координата х поверхности постоянной фазы (соответствующая, 
например, гребню волны, т. е. максимальному значению функции) увеличива-
ется либо в положительном направлении оси х (плоская волна движется вправо), 
либо в отрицательном (движется влево):  

const .kx t± = + ω     (2.70) 
Скорость этого движения (фазовая скорость волны) равна, см. выражение (2.13): 

.dx
dt kφ

ω
= = ±v  



36

Вспомним теперь циклические условия равенства (2.56) на границах нашего 
объема. Их можно записать как 

( ) ( ) ( ), , .++ += = =y yx zx zik y ik y Lik x L ik z Lik x ik ze e e e e e  (2.71) 
Эти условия выполняются, если

1 2 32 , 2 , 2 ,x y zk L n k L n k L n= π = π = π  (2.72) 
где n

1
, n

2
, n

3
 – все целые положительные и отрицательные числа.

Таким образом, 

31 2 22 2, , ,x y z
nn nk k k

L L L
ππ π

= = =  (2.73) 

и введение граничных условий приводит к тому, что спектр значений вектора k 
(и импульса) становится дискретным (при переходе к пределу L → ∞ расстояние 
между двумя ближайшими значениями k будет стремиться к нулю, и мы снова 
возвратимся к свободному движению частицы в неограниченном пространстве с 
непрерывным спектром). Спектр энергий в ограниченном пространстве также 
становится дискретным. Например, для электрона будем иметь 

( ) ( )2 2 20 6 22 2 22 2 14 2

2 2 2 2

2 2,4 10 0,51 10 1,5 10эВ эВ.
2 2 2 2

− −π ⋅ ⋅ ⋅λ ⋅
= = = ≈ ≈



 c
n

n nn mc nE
m mL L L L
k

 

Здесь L измеряется в сантиметрах. 
Волновую функцию 

( ) ,iAeψ = kr
k r

где A – нормировочный множитель, можно теперь нормировать на единицу. 
Из условия 

( ) 2 1ψ = =∫
V

dV A Vk r   (2.74) 

имеем 1/ ,A V=  так что нормированная волновая функция имеет вид 

1( ) .
2

ieψ = kr
k r  (2.75) 

Совокупность этих функций, соответствующих всем возможным значениям k, 
образует систему функций, удовлетворяющих условию ортонормированности: 

( ) ( ) .
V

dV∗
′ ′ψ ψ = δ∫ k k k kr r     (2.76) 

Здесь 
x x y y z zk k k k k k′ ′ ′ ′δ = δ δ δ −k k  δ-символ Кронекера; 0′δ =n n  при ′ ≠n n  и 1′δ =n n  при 

.n n′ =  Это аналог δ-функции для случая дискретного спектра. Условие (2.76) 
означает, что волновые функции, отвечающие разным k (и, соответственно, 
энергиям), ортогональны друг другу и нормированы на единицу. 
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Функции ψk образуют так называемую полную систему функций. Это озна-
чает, что любая волновая функция, изображающая произвольное состояние дви-
жения частицы в объеме V, может быть представлена в виде линейной комбина-
ции (суперпозиции) этих функций:  

( ) ( ).ψ = ψ∑ak k
k

r r  (2.77) 

Коэффициенты ak разложения функции ψ по состояниям с определенным им-
пульсом легко вычисляются. Умножим обе части равенства (2.77) на ( )∗

′ψk r , за-
тем, интегрируя по всем значениям координат в объеме V и используя соотноше-
ния ортонормированности (2.76), находим 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 .
V V

d r a d r a∗ ∗
′ ′ ′ψ ψ = ψ ψ =∑∫ ∫k k k k k

k
r r r r  (2.78) 

Если функция ( )ψ r  нормирована в объеме V, то 

( ) ( ) ( )2 2

,
1.∗ ∗

′ ′
′

ψ = ψ ψ = =∑ ∑∫ ∫
V V

dV a a dV ak k k k k
k k k

r r r  (2.79) 

Коэффициенты аk определяют долю участия (амплитуду вероятности) состояния 
с определенным импульсом р = ħk в общем состоянии ( )ψ r ; квадрат модуля |аk|2 
определяет вероятность обнаружения у системы в состоянии ( )ψ r  значения им-
пульса р. При этом равенство  

2 1,a =∑ k
k

    (2.80) 

являющееся условием полноты системы функций ( )ψk r , имеет простой физиче-
ский смысл: оно означает, что сумма вероятностей всех возможных значений им-
пульса должна равняться единице. 

2.11. Вычисление средних значений координаты и импульса 

Знание нормированной волновой функции ( )ψ r  позволяет вычислить сред-
ние значения координаты, импульса и других физических величин в этом состо-
янии. Если учесть, что плотность вероятности определенных значений коорди-
нат частицы (ее радиуса-вектора) выражается через функцию состояния как  

( ) ( ) ( ) ( ) 2,∗ρ = ψ ψ = ψr r r r

то, согласно теореме о математическом ожидании, среднее значение 〈r〉 радиуса-
вектора в этом состоянии будет определяться интегралом  

( ) ( ) ( )3 3 .d r d r∗= ρ = ψ ψ∫ ∫r r r r r r  (2.81) 
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Точно так же вычисляется и среднее значение любой функции радиуса- 
вектора: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 .f f d r f d r∗= ρ = ψ ψ∫ ∫r r r r r r     (2.82) 

Чтобы определить среднее значение импульса р в данном состоянии, опять 
введем циклические граничные условия, рассмотренные выше. Тогда вероят-
ность иметь импульс р = ħk будет определяться величиной |аk|2, где  

( ) ( ) 3 ,
V

a d r∗= ψ ψ∫k k r r   (2.83) 

см. равенство (2.78). Зная вероятность определенного значения импульса, нахо-
дим его среднее значение по общему правилу: 

2 .a a a∗= ≡∑ ∑k k k
k k

p k k     (2.84) 

Подставляя в это выражение значения аk из формулы (2.83) и используя ра-
венство ( ) ( )iψ = − ∇ψk kk r r , преобразуем его к виду 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 3

3 3 .
V V

V V

d r d r

i d r d r

∗ ∗

∗ ∗

′ ′ ′= ψ ψ ψ ψ =

′ ′ ′= ψ ψ ψ ∇ψ

∑∫ ∫

∑∫ ∫

k k
k

k k
k

p r r r k r

r r r r





(2.85)

Интегрируя по частям второй интеграл в уравнение (2.85) и учитывая пери-
одичность функций, получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 3

0

3 ,

L

V V

V

d r d r

d r

∗ ∗ ∗

∗

ψ ∇ψ = ψ ψ − ψ ∇ψ =

= − ψ ∇ψ

∫ ∫

∫

k k k

k

r r r r r r

r r

так что в результате

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 3

3 3 .

V V

V

i d r d r

i d rd r

∗ ∗

∗ ∗

′ ′ ′= ψ ψ ψ ∇ψ =

 ′ ′ ′= − ψ ψ ψ ∇ψ 
 

∑∫ ∫

∑∫

k k
k

k k
k

p r r r r

r r r r





  (2.86) 

Используя соотношение 

( ) ( ) ( )∗′ ′ψ ψ = δ −∑ k k
k

r r r r (2.87) 

для среднего значения импульса в состоянии ( ) ,ψ r  будем иметь 

( )( ) ( ) ( ) ( )3 3ˆ .
V V

i d r d r∗ ∗= ψ − ∇ ψ = ψ ψ∫ ∫p r r r p r (2.88) 
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Соотношение (2.87) можно рассматривать как разложение δ-функции по функ-
циям ψk(r′): 

( ) ( ),a′ ′δ − = ψ∑ k k
k

r r r

где из равенства (2.83) получаем 

( ) ( ) ( )3 ,
V

a d r∗ ∗′ ′ ′= ψ δ − = ψ∫k k kr r r r

откуда и следует соотношение (2.87). 
В принципе, выражение (2.88) для среднего можно также считать определе-

нием оператора импульса. Если ( )ψ r является собственной функцией 

оператора импульса, т. е. ( ) ( ) ,ψ = ψpr r так что ( ) ( )ˆ ,ψ = ψp pp r p r то среднее зна-

чение импульса совпадает с его собственным значением ˆ .=p p
Таким же образом можно показать, что среднее значение любой степени им-

пульса может быть вычислено по правилу 

( )( ) ( ) ( ) ( )3 3ˆ .nn n

V V

i d r d r∗ ∗= ψ − ∇ ψ = ψ ψ∫ ∫p r r r p r (2.89) 

Этот результат легко обобщается и на случай любой целой рациональной функ-
ции F(p) от импульса:  

( ) ( ) ( ) ( ) 3ˆ .
V

F F d r∗= ψ ψ∫p r p r (2.90) 

Например, среднее значение кинетической энергии частицы в состоянии ( )ψ r
будет определяться средним от оператора кинетической энергии: 

( ) ( ) ( ) ( )
22 2

3 3ˆ .
2 2V V

d r T d r
m m

∗ ∗
 ∇

= ψ − ψ = ψ ψ  
 

∫ ∫
p r r r r

(2.91) 

Из величины среднего для координат (2.81) следует, что операторы координат 
есть ˆ ,=r r  т. е. ˆ ˆ ˆ, , .x x y y z z= = =  

Таким образом, мы умеем вычислять средние значения функций, зависящих 
либо от координат, либо являющихся целыми рациональными функциями им-
пульсов, в произвольных состояниях (описываемых нормированными волно-
выми функциями). 

Если некоторая физическая величина F является суммой функций F
1
(r) и

F
2
(p):

F = F
1
(r) + F

2
(p),
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то вычисление среднего значения F в состоянии ψ сводится к вычислению инте-
грала  

( ) ( ) 3ˆ ,
V

F F d r∗= ψ ψ∫ r r (2.92) 

где величина 
( ) ( )1 2

ˆ = + − ∇F F F ir (2.93) 
в общем случае есть дифференциальный оператор. Будем называть его операто-
ром, соответствующим физической величине F, или просто оператором физиче-
ской величины F.  

Таким образом, в классической механике все физические величины явля-
ются функциями координат и импульсов. В квантовой же механике каждой фи-
зической величине G сопоставляется свой оператор Ĝ . Возможные значения G 
данной величины отождествляются с собственными значениями оператора:  

ˆ .G GG Gψ = ψ (2.94) 
Эти значения образуют непрерывный или дискретный спектр величины G. В со-
стоянии, которое описывается собственной функцией оператора, соответствую-
щая ему физическая величина имеет определенное значение, равное собствен-
ному значению оператора. При этом среднее этой величины совпадает с соб-
ственным значением: 

( ) ( ) ( ) ( )3 3ˆ .G G G G
V V

G G d r G d r G∗ ∗= ψ ψ = ψ ψ =∫ ∫r r r r      (2.95) 

В произвольном состоянии ψ(r) величина G может не иметь определенного 
значения, тогда ее среднее значение определяется выражением (2.92) как  

3ˆ ˆ ˆ( ) ( ) .G G d r G∗= ψ ψ ≡ ψ ψ∫ r r (2.96) 

Смысл краткой записи интеграла в равенстве (2.96) прояснится позже. 
А сейчас еще обратим внимание на то, что в квантовой механике появля-

ются новые физические величины (например, спин частицы), не имеющие ана-
логов в классической физике. Тем не менее правило (2.92) нахождения среднего 
значения величины G в состоянии ψ можно обобщить на случай произвольных 
физических величин, если найдем способ построения соответствующих операто-
ров и волновых функций.  

2.12. Уравнение Шредингера для частицы в силовом поле 

Теперь можно обобщить теорию на случай присутствия силового поля, ха-
рактеризуемого классической потенциальной энергией V(r).  

Оператор энергии определим как сумму операторов кинетической и потен-
циальной энергии частицы, что весьма естественно (этот оператор называется 
оператором Гамильтона): 
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( ) ( )
2 2 2ˆˆ ,

2 2
H V V

m m
∇

= + = − +
p r r

(2.97) 

а для волновой функции частицы напишем уравнение Шредингера в виде 

ˆ .i H
t

∂ψ
= ψ

∂
     (2.98) 

Оправданием этого служит так называемый принцип соответствия Бора 
(см. статью [24]), согласно которому результаты квантовой теории должны сов-
падать с результатами классической механики в той области, в которой послед-
няя заведомо применима. 

Нормировочный интеграл по-прежнему сохраняется, что следует из уравне-
ния неразрывности (2.43), которое, как нетрудно убедиться, сохраняет свой вид 
и в присутствии силового поля. На решение уравнения и его фурье-образ Ф(p, t) 
распространяется вероятностная трактовка, но только Ф(p, t) уже нельзя пред-
ставить в виде 

( ) ( )
2

2, ,
−

Φ = ϕ 

pi t
mt ep p  (2.99) 

как это было в случае свободной частицы. 
В стационарном состоянии волновая функция также представляется в виде 

( ) ( ) ( ), ,
− − ωΨ = ψ = ψ

Eti i tt e er r r   (2.100) 
где для определения собственных значений полной энергии Е нужно решить так 
называемое стационарное уравнение Шредингера 

( )
2 2

ˆ .
2

H V E
m

∇ ψ
ψ = − + ψ = ψr

    (2.101) 

Шредингер [20] показал, что для частицы в кулоновском поле притяжения 
(например, для электрона в атоме водорода), когда V(r) = –e2/r, при Е < 0 конеч-
ные, непрерывные и однозначные решения существуют лишь при значениях 
энергий Е1, Е2, …, которые в точности совпадают с уровнями энергий (1.33), 
найденными Н. Бором. Для собственных функций дискретного спектра (En < 0) 
нормировочный интеграл является конечным, т. е. их можно нормировать на 
единицу. При Е ≥ 0 спектр для рассматриваемого случая кулоновского поля при-
тяжения оказывается сплошным (инфинитное движение).  

Упомянем некоторые соображения о роли релятивистских эффектов, при-
надлежащие Л. Д. Ландау и Р. Паерлсу [25].  

Вернемся к соотношению неопределенностей 2 .zz p∆ ∆ ≈ π  Если мы лока-
лизуем частицу в узкой области пространства ∆z, такой, что ∆pz достигает вели-
чины (которой отвечает энергия > mc2), то становится возможным рождение пар 
частиц и античастиц (например, рождение позитрона и электрона при столкно-
вении двух электронов). Значению ∆pz ~ mc отвечает неопределенность 

2 / .cz mc∆ ≈ π = λ  Поэтому при ∆ < λcz  понятие координаты частицы теряет 



смысл. Начинают рождаться пары, число частиц тоже перестает сохраняться. 
Эффекты рождения пар при больших энергиях не только ограничивают смысл 
понятия координаты, но и сама теория движения одной частицы теряет смысл.  

Тем не менее существует очень широкий круг задач, в которых релятивист-
ские эффекты несущественны. Они и образуют область нерелятивистской кван-
товой механики. 
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Глава 3. Одномерные задачи квантовой механики 

Рассмотрим движение по оси x. Оператор Гамильтона (энергии) в этом слу-
чае имеет вид 

( ) ( )
2 2 2ˆˆ .

2 2
= + = − +

 dH V V x
m m dx

p r    (3.1) 

Собственные функции этого оператора, соответствующие собственным значе-
ниям энергии En, удовлетворяют стационарному уравнению Шредингера: 

( )
2

ˆ
2

′′ψ = − ψ + ψ = ψ


n n n n nH V x E
m (3.2) 

или 

( )2

2 .n n n
m V x E′′ψ = − ψ  


(3.3) 

Решения этого уравнения ищутся в классе однозначных и непрерывных функ-
ций. В случае связанных состояний (дискретные энергии) эти функции нормиру-

емы, для них ( ) 2
1,ndx xψ =∫  поэтому ψ

n 
→ 0 при x → ∞.

Сначала обсудим некоторые общие свойства этих решений. 

3.1. Свойства решений одномерного уравнения Шредингера 

3.1.1. Поведение производной ( )n x′ψ  определяется видом потенциала 

Интегрируя уравнение Шредингера в малой окрестности точки x = a, полу-
чаем 

( ) ( ) ( )
+ ε

− ε

′′ ′ ′ψ = ψ + ε − ψ − ε =∫
a

n n n
a

x dx a a

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2 ,
+ ε + ε

− ε − ε

= − ψ = ψ  ∫ ∫
 

a a

n n
a a

m mdx V x E x a V x dx

так что 

( ) ( )2

2( ) ( ) .
+ ε

− ε

′ ′ψ + ε − ψ − ε = ψ ∫


a

n n n
a

ma a a V x dx    (3.4) 

У потенциалов, имеющих разрывы второго рода (a является точкой разрыва 
второго рода, если пределов lim ( )

→ +x a
V x  или lim ( )

→ −x a
V x  не существует или они об-
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ращаются в бесконечность), ( )n x′ψ может иметь разрывы первого рода (т. е. ко-
нечный скачок функции (разность ее значений слева и справа от точки разрыва). 
Например, для V(x) = − G δ(x − a) имеем 

( )2

2( ) ( ) .′ ′ψ + ε − ψ − ε = − ψ


mGa a a (3.5) 

3.1.2. Дискретные уровни в одномерной задаче всегда не вырождены 

Покажем, что в одномерном потенциале дискретные уровни энергии не вы-
рождены. Это означает, что каждому собственному значению энергии соответ-
ствует единственная собственная функция.  

Допустим обратное: пусть 1( )xψ  и 2 ( )xψ  – две разные собственные функ-
ции, отвечающие одному значению E. Тогда из равенства (3.3) следует 

( )1 2
2

1 2

( ) ( )2 ,
( ) ( )

′′ ′′ψ ψ
= − =

ψ ψ

x xm V E
x x    (3.6) 

т. е. 

( )1 2 2 1 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0 .′′ ′′ ′ ′ψ ψ − ψ ψ = = ψ ψ − ψ ψ
dx x x x
dx  (3.7) 

Отсюда следует, что 1 2 2 1 const = 0,′ ′ψ ψ − ψ ψ =  поскольку это равенство справед-
ливо при любых x, а при x → ∞, ψ1, 2 → 0 или 

( )1 2 1
1 2

1 2 2

ln ln ln 0.d d
dx dx

 ′ ′ψ ψ ψ
− = ψ − ψ = = ψ ψ ψ 

  (3.8) 

В итоге 
1 1

2 2

ln ,ψ ψ
= = =

ψ ψ
→ AA e C  

где A и С – некоторые постоянные, так что 

1 2 ,ψ = ψC    (3.9) 

и, следовательно, волновые функции 1 2,ψ ψ  описывают одно и то же состояние. 
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3.1.3. В одномерной задаче дискретные уровни четного гамильтониана 
имеют определенную четность 

Убедимся, что в четном одномерном потенциале все состояния имеют опре-
деленную четность – положительную или отрицательную. Это означает, что если 
H(x) = H(–x), т. е., как говорят, гамильтониан инвариантен относительно инвер-
сии координаты (является четной функцией координаты), то собственные функ-
ции ( )n xψ  такого гамильтониана являются либо четными ( ) ( ) ,n nx xψ − = +ψ

либо нечетными ( ) ( )ψ − = −ψn nx x функциями координаты. 

Действительно, для такого гамильтониана функции ( )n xψ  и ( )n xψ −  есть 
решения, отвечающие одному и тому же значению Еn, т. е., по предыдущему 
утверждению (3.8), ( ) ( ).n nx C xψ − = ψ  Сделав замену x → –x, получим

( ) ( ) ( )2 ,ψ = ψ − = ψn n nx C x C x   (3.10) 
откуда действительно следует С = ± l. 

Заметим, что любую функцию F(x) можно представить в виде суммы четной 
и нечетной функций F(+)(x) и F(–)(x): 

[ ] [ ] ( ) ( )1 1( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( ) ( ),
2 2

+ −≡ + − + − − = +F x F x F x F x F x F x F x   (3.11)

где 
( ) [ ] ( ) [ ]1 1( ) ( )  ( ) , ( ) ( )  ( ) .

2 2
+ −= + − = − −F x F x F x F x F x F x   (3.12) 

3.2. Прямоугольная потенциальная яма глубиной V0 и шириной 2а 

Рассмотрим движение частицы в одномерном прямоугольном потенциале, 
изображенном на рис. 3.1.  

Рис. 3.1. Движение частицы в потенциальной яме 
(т. е. отрицательном потенциале) V(x) прямо-
угольной формы: V0 – глубина ямы; 2a – ее ши-
рина; W > 0 – энергия связи частицы в яме; 
E = –W – полная энергия связанного состояния; 
T = V0 – W > 0 – кинетическая энергия частицы 
внутри ямы. В классической механике доступная 
область движения частицы ограничена –a ≤ x ≤ a. 
В квантовой механике частица может заходить и 
за пределы этой области, где ее кинетическая 
энергия становится отрицательной 
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Потенциальная энергия частицы имеет вид 

( ) 0 при ,
0 при .

− ≤=  >

V x a
V x

x a (3.13) 

Классическое движение частицы в таком потенциале при E > 0 – инфинитно 
(частица может уйти на бесконечное расстояние), при E < 0 – финитно, оно 
строго ограничено стенками ямы (связанное состояние). Что же будет в кванто-
вой механике? 

Обозначим через W = –E энергию связи частицы. Тогда ее кинетическая 
энергия равна  

( )
2 2

0 0 , ,
, ,2

 + = − ≤≡ = − =  = − >



E V V W x akT E V x
E W x am (3.14) 

т. е. вне ямы при ненулевой энергии связи она является отрицательной. 
Перепишем уравнение Шредингера 

( )
2

2
′′− ψ + ψ = ψ

 V x E
m  (3.15) 

в виде 

( )
2

0.
2

′′ψ + ψ =
 T x
m       (3.16а) 

Тогда внутри ямы оно запишется в виде 
2 0, ,′′ψ + ψ = ≤k x a   (3.16б) 

где 

( )02
2 2

22 0,
−

= = ≥
 

m V WmTk      (3.16в) 

т. е. волновой вектор является вещественным, и решения уравнения (3.16б) бу-
дут иметь вид бегущих волн (см. равенство (2.70)): 

~ .ikxe±ψ   (3.16г) 
Вне же ямы 

2
2 2

2 2 0,mT mWk = = − <
 

   (3.17а) 

т. е. волновой вектор является чисто мнимым: 22 / ,k i mW i= ≡ κ  где 

2

2
κ =



mW
  (3.17б) 

является вещественной положительной величиной, так что уравнение (3.16а) вне 
ямы приобретает вид 
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2 0, ,′′ψ − κ ψ = >x a    (3.18а) 
а его решения, 

~ ,±κψ xe   (3.18б) 
либо убывают, либо возрастают с удалением от начала координат. 

Общим решением задачи является в области внутри ямы суперпозиция 
волн (3.16г), а в области вне ямы – суперпозиция решений (3.18б). Коэффици-
енты в этих суперпозициях находятся из граничных условий, которые определя-
ются физическими требованиями задачи. Так, например, мы ищем решения, убы-
вающие на бесконечности, т. е. ( ) 0.→ ±∞ψ →xx  Кроме того, волновая функ-
ция ( )xψ и ее производная ( )x′ψ  должны быть непрерывными, а еще волновая 
функция должна быть либо четной, либо нечетной функцией x, поскольку 
H(x) = H(–x).  

Обратим теперь внимание на очень важное обстоятельство, вытекающее из 
полученного внешнего решения (3.18б). Из него следует, что частица с некото-
рой вероятностью может находиться в области x > a, совершенно недоступной в 
классической физике, в области под потенциальным барьером высотой W, при-
чем эта вероятность убывает экспоненциально с ростом высоты барьера.  

Если же барьер имеет конечную ширину, то есть конечная вероятность об-
наружить частицу за барьером, иначе говоря, проникнуть через барьер. Это су-
щественно квантовое явление носит название туннельного эффекта. 

Сначала рассмотрим четные решения. Для четного решения в области |x| ≤ a 
внутри ямы, используя выражение (3.12), можно написать следующую супер- 
позицию бегущих волн (3.16г): 

( ) ( )int cos , ,
2

ikx ikxAx e e A kx x a−ψ = + = ≤  (3.19) 

а в области |x| > a вне ямы условие убывания функций на бесконечности выделяет 
из соотношения (3.18б) следующее четное решение: 

ext ( ) , .xx Be x a−κψ = >  (3.20) 
Волновая функция и ее производная должны быть непрерывны на границах 

ямы в точках x = ±a. Чтобы это обеспечить, достаточно приравнять (сшить) ло-
гарифмические производные внутреннего и внешнего решений на этих границах, 
т. е. 

int ext

int ext

( ) ( )
( ) ( )

′ ′ψ ψ
=

ψ ψ
a a
a a  (3.21) 

или tg .k ka = κ  Вспоминая (3.16б) и (3.17б), имеем 
2 2

20
0 2 2

22, ,
2

mVk mWW V k
m

= − κ = = −


 

  (3.22) 
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так что 

0
2 2

2tg 1.mVka
k k
κ

= = −


Трансцендентное уравнение относительно k, 

0
2 2

2tg 1,= −


mVka
k   (3.23) 

определяет дискретный набор волновых векторов k, а также импульсов и энергий 
E = –W. Он легко находится для достаточно глубокой ямы и глубоких уровней, 
т. е. когда 

0
2 2

2 1.mV
k

>>


Это означает, что и tg ka >>1, а следовательно, cos ka ≈ 0. Таким образом, 

( )2 1 ,
2nk a n π

≈ +    (3.24) 

где n – целое число. 
Соотношение (3.24) определяет спектры волновых векторов и кинетических 

энергий, отсчитываемых от дна ямы:  
( )2 12 ,

2n
n

n
k

a
+ ππ

= =
λ    (3.25) 

где λn – длина волны частицы в яме. Соотношение (3.25) можно переписать в 
виде 

( )2 2 1 ,
2

na nλ
= +  (3.26) 

из которого следует, что четные состояния реализуются только тогда, когда на 
ширине ямы 2a укладывается нечетное число полуволн. Спектр кинетических 
энергий четных состояний (отсчитываемых от дна ямы) имеет вид (рис. 3.2) 

( )
( )

22 22 2

2

2 1
.

2 2 2
n

n

nkT
m m a

π +
= =





  (3.27) 
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Заметим, что поскольку в рассматриваемом случае Tn << V0, то и Wn >> Tn , 

следовательно, 1.na k aκ >> >>  Это означает, что внешняя волновая функция 
очень быстро на расстояниях от границ ямы (много меньших ее размера) убы-
вает, поэтому внутреннюю волновую функцию (3.19) можно положить нулем на 
границах ямы, что и соответствует условию (3.24). 

Из равенства (3.25) следует, что в основном состоянии имеем минимальный 
импульс и, соответственно, максимальную длину волны частицы: 

 
0

0
0

2 2 ,
2 2

λπ π
= = ≡ =

λ
→k a L

a                              (3.28) 

т. е. на ширине ямы укладывается одна полуволна, а минимальный импульс ħk0 
(не равный нулю!) соответствует по соотношению неопределенностей размеру 
ямы. 

Для первого возбужденного состояния имеем 

1
1

1

2 3 3 ,
2 2

λπ π
= = =

λ
→k L

a                                 (3.29) 

т. е. на ширине ямы три полуволны. 
Обратимся к нечетным решениям. Они имеют вид 

sin , ,
( )

.−κ

 ≤
ψ =  >


x

A kx x a
x xB e x a

x
                                  (3.30) 

  

Рис. 3.2. Нижние четные и нечетные решения 
одномерного уравнения Шредингера. Уровни 
появляются, когда на ширине L = 2a ямы укла-
дывается целое число полуволн. Основное со-
стояние с минимальной энергией T0 (т. е. с мак-
симальной длиной волны) является четным. Да-
лее уровни чередуются. Четные уровни появля-
ются, когда на ширине ямы укладывается нечет-
ное число полуволн, нечетные – четное число. 
Если нумеровать уровни подряд: 0, 1, 2, 3, …, то 
волновая функция основного состояния не 
имеет узлов (не обращается в нуль внутри ямы), 
т. е. имеет ноль узлов; первого состояния – 
один узел; второго – два узла и т. д. 
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Граничные условия в этом случае дают 

0
2 2

2ctg 1.mVka
k k
κ

= − = − −


  (3.31) 

В этом случае для глубоких уровней при 1,κ a  в отличие от соотноше-
ния (3.24), имеем 

или илиsin 0,    ,    ,
2

2 2≈ = π
λ= λ ≡nka k a n a n n   (3.32) 

т. е. нечетные состояния реализуются, когда на ширине ямы 2a укладывается 
четное число полуволн, так что спектр кинетических энергий нечетных состоя-
ний, отсчитываемых от дна ямы, определится как (см. рис. 3.2) 

( )
( )

22 22 2 2 2 2

22

2
.

2 2 2 2
n

n

nk nT
m ma m a

ππ
= = ≡



 

 (3.33) 

Нетрудно видеть, что он дополняет спектр четных решений (3.27). Заметим, 
что со спектром (2.74) в ограниченном ящике с L = 2a (при циклических гранич-
ных условиях) совпадает только спектр нечетных решений (3.33): 

( )
( )

22 22 2 2

22

22 .
2 2n n

nnE T
mL m a

ππ
= = ≡





Энергию n-го уровня можно выразить через энергию основного состояния: 

( )
( )

22 2 2 2 2
2 2

0 0 2 2 21 , .
2 22 2

c
nT T n T mc

mL Lm a
π π π

= + = ≡ =
 

   (3.34) 

Формула (3.34) также свидетельствует о том, что если размер ямы уменьша-
ется до размеров комптоновской длины волны частицы, то ее энергия становится 
больше энергии покоя, и наша теория одной частицы в потенциальной яме ста-
новится неприменимой. Она справедлива только при .cL 

Заметим, что, если частица удерживается внутри ящика, это означает, что ее 
координаты ограничены его размерами L = 2a, поэтому она не может покоиться, 
у нее имеется неопределенность в импульсе 2 / ,p L∆ ≈ π  и, соответственно, ми-
нимальная кинетическая энергия имеет порядок 

( )2 2 2 2 2

2 2

4 ,
2 2 2
p

E
m mL ma

∆ π π
∆ ≈ ≈ =

 

 

что и отражает формула (3.34). Чтобы такую частицу удержать внутри ящика, 
казалось бы, глубина V0 потенциала должна быть больше этой неопределен- 
ности: 
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2 2

0 2 ,
2

V
ma

π
>



 

иначе частица «выпрыгнет» из ящика. В трехмерном потенциале так оно и есть. 
Однако в одномерном случае в мелкой яме из-за малости энергии связи частица 
может довольно далеко уходить за пределы ямы, оставаясь в связанном состоя-
нии. Поэтому в любой одномерной яме всегда есть связанный уровень. 
 

3.3. Уровень в мелкой яме 
 

Итак, рассмотрим, что произойдет в мелкой яме при 
2

0 2 .
2

V
ma

<<


                                            (3.35) 

В этом случае длина затухания волновой функции 1−≡ κ
 так же, как и 

длина волны, много больше размеров ямы.  
Действительно, если частица находится на дне ямы (E ~ –V0, в этом случае 

ее кинетическая энергия T минимальна, а энергия связи W максимальна и равна
2 2

max max 0/ 2 ~W V= κ ), то у нее наименьшая длина затухания 1
min max ,−≡ κ  причем 

из выражения (3.35) с использованием формулы (3.17б) следует, что  
22
min

2 2 2 2
0 max

1 1,
2mV a a a

= = >>
κ



                               (3.36) 

т. е. даже минимальная длина затухания много больше размера ямы.  
Точно так же, если частица находится на поверхности ямы (E ~ 0, где ее 

кинетическая энергия максимальна 2 2
max max 0/ 2 ~T k V=  , а энергия связи около 

нуля), ее длина волны минимальна, так что в этом случае из выражения (3.35) с 
использованием равенства (3.16в) следует, что 

( )

22
min

22 2 2
0 max

1 1,
2 2mV a k a a

λ
= = >>

π



                          (3.37) 

т. е. даже минимальная длина волны такой частицы много больше размера ямы. 
Таким образом, в рассматриваемом случае ka << 1 и граничное условие 

tg = κk ka  имеет единственное решение для энергии связи (граничное усло-
вие (3.31) для нечетной функции их совсем не имеет). Действительно, в этом слу-
чае tg ka ≈ ka, так что 

 
( )02

2 2 2  
2 2 , .

m V W mWk
a a

−κ
= ⇒ =

 

                     (3.38) 

Возводя в квадрат последнее равенство из выражений (3.38), получаем квадрат-
ное уравнение для энергии связи частицы 

( )2 2
0 02 0,W W V Vε− + ∆ + =                             (3.39) 
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где мы ввели величину 2 2/ 4 ,maε∆ =   которая имеет порядок неопределенности 
кинетической энергии в яме, причем 0.Vε∆   

Решения этого уравнения: 

2 0
0 0 0

22 1 ,ε ε ε ε ε
ε

= + ∆ ± ∆ + ∆ = + ∆ ± ∆ +
∆
VW V V V  

или, раскладывая корень в ряд, получим два значения энергии связи: 
2

0
0 0 ... ,

2ε ε
ε

 
= + ∆ ± ∆ + − + ∆ 

VW V V   (3.40) 

одно из которых (со знаком «плюс») превышает глубину ямы, что не имеет фи-
зического смысла. Таким образом, внутри ямы (вблизи ее поверхности) имеется 
только одно состояние с энергией, равной 

2 2
0 0

0 02

2, .
2
V mV aE W W V V

ε

= − ≈ =
∆





   (3.41) 

Поскольку 
2 2 2

0
022 2 ε

κ
= ≡ ∆
 

 



W V
m m

и 
2 2 2 2

0 0
0 2 4 2

4 21 2 1 1 ,κ ≡ = = = ⋅ 

   

m V a ma VmW
a a  (3.42) 

то длина затухания намного превосходит размер ямы a  . Следовательно, ос-
новная часть волновой функции простирается далеко за пределы ямы, т. е. веро-
ятность обнаружить там частицу довольно высока.  

Поскольку длина волны частицы также существенно превосходит размер 
ямы, то решение в узкой области внутри ямы практически постоянно, оно есть 

cosA kx A≈ , за пределами же ямы функция имеет вид 
0( ) ,xx Be−κψ =  (3.43) 

причем в силу непрерывности A = B. Чтобы нормировать волновую функцию, 
вычислим нормировочный интеграл: 

0

2
2 22 2

00

2 ( ) 2 .
a

x

a a

BB x dx dx B e dx a
∞ ∞

− κ   
ψ + = + ≈    κ   

∫ ∫ ∫  (3.44) 

В выражении (3.44) учтено, что ( )0exp 2 1a− κ ≈  и 1
0 .a−κ   Приравнивая инте-

грал (3.44) единице, получаем 0 ,B = κ  так что нормированная функция 
(рис. 3.3) приобретает вид 
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0

0

0

1 , ,

( ) 1 , .
−−κ

 κ = ≤
ψ = 
 κ = >








x
x

x a

x
e e x a

 (3.45) 

Причем основная площадь под функцией (см. выражение (3.44)) приходится на 
внешнюю область и определяется величиной 0 ,κ  пропорциональной, как сле-
дует из формулы (3.42), произведению 2aV0, которое называется мощностью 
ямы в одномерном случае. 

Устремим теперь ширину ямы к нулю, а глубину – к бесконечности, так 
чтобы ее мощность (площадь на рис. 3.3) и, соответственно, энергия состояния 
оставались постоянными. Тогда в качестве волновой функции этого состояния 
остается только ее внешняя часть, а ее производная, имеющая разные знаки слева 
и справа от начала координат: 3/2

0( 0) ,′ψ ε → = ±κ  – приобретает скачок, равный 

( )3/2 1/2
0 02 2

2 2( ) ( ) 2 0 ,mG mG′ ′ψ +ε − ψ −ε = − κ = − ψ = − κ
 

 (3.46) 

который совпадает со скачком (3.5) для дельтаобразной ямы при 

 
2

0
02 2 .G V a W

m
κ

= = =


    (3.47) 

Таким образом, решение в мелкой яме можно использовать для точечного 
потенциала V(x) = − Gδ(x). Оно будет иметь вид  

0

2 2
0 0

0 0 2( ) , ,
2 2

−κ κ κ
ψ = κ κ = = − = −





x GGmx e E
m

 (3.48) 

во всей области изменения x, за исключением точки x = 0, внутри ямы. 

Рис. 3.3. Вид волновой функции слабо- 
связанного состояния в мелкой яме 
шириной 2a и глубиной V0, т. е. с мощ-
ностью 2aV0 
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3.4. Двухуровневая система 

Рассмотрим теперь задачу о поведении частицы в потенциале двух таких 
одинаковых точечных ям (дельтаобразных потенциалов), расположенных на рас-
стоянии 2b ( )01/b κ =   друг от друга, т. е. в симметричном потенциале:

( ) ( )( ) .V x G x b G x b= − δ + − δ −                              (3.49)
При достаточно большом b частица может находиться либо в первой, либо 

во второй яме, причем волновые функции в этих состояниях имеют вид 
0 0

1 0 2 0( ) , ( ) ,−κ + −κ −ψ = κ ψ = κx b x bx e x e  (3.50) 
где (см. равенства (3.42, 3.47)) 

0
0

0 0
0 0 02 2 2

0

2 2 , .
→ ∞
→

κ = = ≡ = −
  

V
a

mW mV a mG E W   (3.51)

Здесь W0 – энергия связи частицы в каждой из ям. 
При → ∞b  волновые функции ψ1 и ψ2 не перекрываются, т. е. они ортого-

нальны: 

1 2( ) ( ) 0.x x dx
∞

∗

−∞

ψ ψ =∫        (3.52) 

Это означает, что частица может находится в одном из двух состояний с 
одинаковой энергией либо в одной, либо в другой яме бесконечно долго, не пе-
репрыгивая из одной ямы в другую. Между ямами она находится под барьером 
высотой W0 и шириной 2b. С классической точки зрения эта область совершенно 
недоступна для частицы при любой ширине барьера. Однако при уменьшении 
расстояния между ямами возникает увеличивающаяся вероятность найти ча-
стицу во второй яме за счет упомянутого эффекта туннелирования. К чему это 
приводит, рассмотрим ниже более детально.  

Примером может являться система из электрона и двух протонов (молеку-
лярный ион водорода). Одно из состояний – это атом водорода с ядром из пер-
вого протона и вторым протоном, а второе – первый протон и атом водорода со 
вторым протоном в качестве ядра. Если протоны находятся на достаточно боль-
шом расстоянии друг от друга, то вероятность найти электрон из атома вблизи 
второго протона экспоненциально мала. Когда же протоны сближаются на до-
статочное расстояние, электрон становится общим для протонов, протоны как 
бы обмениваются электроном. В результате такого обмена образуется связанное 
состояние из двух протонов и электрона – молекулярный ион водорода.  
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Рис. 3.4. Частица в поле двух мелких ям с мощностью G = 2aV0 
на расстоянии 2b друг от друга 

Итак, в первом приближении (при больших b) функции (3.50) 

0

2 2
0

1, 2 0 0 0( ) ,
2

−κ ± κ
ψ = κ = − = −

x bx e E W
m

ортогональны и удовлетворяют уравнению Шредингера с потенциалом (3.49) 
при ,b → ∞ который мы обозначим как H0:  

0 1, 2 0 1, 2( ) ( ).ψ = ψH x E x     (3.53) 
Чтобы выяснить, что произойдет при сближении ям, нам нужно решить 

уравнение Шредингера при произвольном b: 
2 2

2 ( ) ( ) ( ) ( ),
2

 
ψ ≡ − − δ + − δ − ψ = ψ 

 

 dH G x b G x b x E x
m dx       (3.54) 

затем найти новые собственные функции и энергии такой системы. Как мы от-
мечали, при сближении ям появляется заметная вероятность того, что частица из 
первой ямы протуннелирует во вторую и часть времени будет проводить во вто-
рой яме, что исказит ее волновую функцию. К функции 1( )xψ  примешается 

2 ( ),ψ x  и наоборот. Таким образом, вполне естественно искать решение уравне-
ния (3.54) в виде суперпозиции невозмущенных соседней ямой функций 

1 1 2 2( ) ( ),c x c xψ = ψ + ψ  (3.55) 

где c1 и c2 – амплитуды вероятности найти частицу в состояниях 1( )xψ  и 2 ( ),xψ
т. е. в первой или во второй яме соответственно. Будем считать эти функции ор-
тогональными, что имеет место при b → ∞, а также учтем, что они нормированы: 

1, 2 1, 2 1, 2 1, 2( ) ( ) 1.
∞

∗

−∞

ψ ψ ≡ ψ ψ =∫ x x dx  
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Подставив нашу суперпозицию (3.55) в уравнение (3.54), имеем 

{ }1 1 2 2 1 1 2 2 .ψ + ψ = ψ + ψc H c H E c c                              (3.56) 

Умножая уравнение (3.56) последовательно слева на 1 ( )x∗ψ  и 2 ( ),x∗ψ  затем 
интегрируя по dx, получаем систему двух алгебраических уравнений: 

1 11 2 12 1

1 21 2 22 2

,
,

c H c H c E
c H c H c E

+ =
+ =                                         (3.57) 

где мы обозначили через 

( ) ( )
∞

∗

−∞

= ψ ψ ≡ ψ ψ∫ik i k i kH x H x dx H                        (3.58) 

так называемые матричные элементы оператора H (обозначения с угловыми 
скобками мы детально обсудим далее). Перепишем систему (3.57) в виде  

( )
( )

1 11 2 12

1 21 2 22

0,

0.

c H E c H

c H c H E

− + =

+ − =                                      (3.59)  

Это есть система линейных однородных уравнений для определения ампли-
туд c1, c2. Условием разрешимости этой системы является равенство нулю ее 
определителя (так называемое секулярное уравнение): 

 ( )( )11 22 12 21 0.− − − =H E H E H H                           (3.60)  
Это квадратное уравнение относительно искомых энергий E, оно имеет два ре-
шения. Таким образом, происходит расщепление вырожденных по энергии не-
возмущенных состояний, отвечающих нахождению частицы в одной либо дру-
гой яме. Величина расщепления определяется матричным элементом H12, кото-
рый характеризует амплитуду «перескока» частицы из одной ямы в другую.  

Для начала вычислим степень неортогональности функций 1( )xψ  и 2 ( )xψ  в 
зависимости от b, т. е. интеграл 

1 2 1 2( ) ( ) .x x dx
∞

∗

−∞

ψ ψ ≡ ψ ψ∫                              (3.61) 

Он как раз и представляет амплитуду вероятности найти частицу, связанную в 
одной из ям, в связанном состоянии в другой яме, т. е. амплитуду туннелирова-
ния частицы из одной ямы в другую. Поскольку функции вещественны, то 

( )0
1 2 1 2 0 .−κ + + −∗ψ ψ = ψ ψ = κ x b x be                          (3.62) 

Учитывая, что 
2 ,
2 ,
2 ,

>
+ + − = − < <
− < −

x x b
x b x b b b x b

x x b
                               

 (3.63) 
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и 0 / 1,b bκ =    имеем 

( )

0 0 0

0 0 0 0

2 2 2
1 2 1 2 0 0 0

2 2 2 2
0 0 02 1 2 2 .

∞ − ∞
κ κ − κ

−∞ −∞ −

− κ − κ − κ − κ

ψ ψ = ψ ψ = κ + κ + κ =

= + κ = + κ ≡ ≈ κ

∫ ∫ ∫ ∫
b b

x b x

b b
b b b b

dx e dx e dx e dx

e be e b Q be
  (3.64) 

Как видим из выражения (3.64), при 0 1κ b  интеграл перекрытия Q экспоненци-
ально мал, даже при 0 / 4κ = =b b он равен 0,003.Q ≈  

Вычислим матричные элементы, входящие в систему (3.59), используя вы-
ражения  

0 0

0 0 0

0 0

0

1, 2 0

0

,

( ) , .

,

±κ κ

−κ ± κ −κ

κ −κ

κ < −

 ψ = κ = κ − < < 
κ >





b x

x b x b

b x

e e x b

x e e e b x b

e e x b
  (3.65) 

Тогда 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

11 1 1

1 1 1 1 1 1 ,
b b

b b

I I I

H x H x dx

x H x dx x H x dx x H x dx

∞
∗

−∞

− ∞
∗ ∗ ∗

−∞ −

= ψ ψ =

= ψ ψ + ψ ψ + ψ ψ

∫

∫ ∫ ∫
  

  (3.66) 

где 

0 0 0 0 0 0

2 22 2
2 20 0

1 0 02
0

1 ,
2 2 2 2

b
bx b x b b xdI e e e e dx e e W

m dx m

−
−κ κ κ κ κ κ

−∞
−∞

κ κ
= − κ = − = −

κ∫


( )0 0 0 0 0 0 0

2 22 2
2 2 40 0

2 0 02
0

1 1 ,
2 2 2 2

b
bx b x b b x b

b
b

dI e e e e dx e e W e
m dx m

−κ −κ −κ −κ − κ − κ − κ

−
−

κ κ
= − κ = = −

κ∫


0 0 0 0 0 0 0

2 22 2
2 2 40 0

3 0 02
0

1 .
2 2 2 2

x b x b b x b

b
b

dI e e e e dx e e W e
m dx m

∞
∞−κ −κ −κ −κ − κ − κ − κκ κ

= − κ = = −
κ∫



 

Складывая, получаем 

11 1 2 3 0 0.H I I I W E= + + = − =    (3.67) 
Аналогично можно получить H22 = H11 = –W0 = E0. Как видим, диагональные 

матричные элементы гамильтониана Hii, т. е. средние энергии частицы в состоя-
ниях 1( )xψ  и 2 ( )ψ x  не зависят от расстояния между ямами и совпадают с H0ii, 
т. е. с собственными энергиями E0 гамильтониана H0 (при b → ∞).  

Заметим, что в интегралах, входящих в выражение (3.66), мы пренебрегли 
их частями по областям вблизи точек b и –b размерами 2a (где a → 0, V0 → ∞) 
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внутри ям, поскольку эти части содержат сумму кинетической и потенциальной 
энергий, которые обе стремятся к бесконечности при a → 0, V0 → ∞, но их сумма 
конечна и равна полной энергии E0, так что интегралы по этим областям равны 
2aκ0E0 → 0.  

Далее вычисляем H12 = H21. Аналогично имеем три интеграла по трем обла-
стям: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 21 2 1 1 2 3

2 1 2 1 2 1 .
b b

b b

H H x H x dx M M M

x H x dx x H x dx x H x dx

∞
∗

−∞

− ∞
∗ ∗ ∗

−∞ −

= = ψ ψ ≡ + + ≡

≡ ψ ψ + ψ ψ + ψ ψ

∫

∫ ∫ ∫
(3.68) 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

2 22 2
2 20 0

1 0 02
0

2 22 2
2 20

2 0 0 0 02

2 22 2
0 0

3 0 2

1 ,
2 2 2 2

2 2 ,
2 2

2 2 2

b
bx b x b x b

b
x b x b b b

b
b

x b x b

b

dM e e e e dx e W e
m dx m

dM e e e e dx b e W b e
m dx m

dM e e e e dx
m dx m

−
−κ −κ κ κ κ − κ

−∞
−∞

κ −κ −κ −κ − κ − κ

−

−κ κ −κ −κ

−

κ κ
= − κ = − = −

κ

κ
= − κ = − κ = − κ

κ κ
= − κ =

∫

∫

∫







0 02 2
0

0

1 .
2

x b

b
e W e

∞− κ − κ= −
κ

(3.69) 

Складывая, получаем 

( )02
12 1 2 3 0 0 0 211 2 .− κ= + + = − + κ = =bH M M M W e b E Q H   (3.70) 

Видим, что недиагональный матричный элемент пропорционален перекрытию 
волновых функций, т. е. амплитуде вероятности перехода частицы из одной ямы 
в другую. 

В результате систему (3.59) можно переписать в виде 

( )
( )

1 0 2 0

1 0 2 0

0,

0

− + =

+ − =

c E E c E Q

c E Q c E E    (3.71) 

или в матричном виде 

0 0 1

0 0 2

0.
E E QE c
QE E E c

−  
=  −   

 (3.72) 

Заметим, что выражение (3.72) можно тождественно представить как 

0 0 1 1

0 0 2 2

0 0
.

0 0
        

+ =        
       

E QE c c
E

E QE c c    (3.73) 

Это есть не что иное, как матричная запись уравнения Шредингера 
( )( )0 ,pH V E+ ψ = ψ     (3.74) 
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где 1 1 2 2;ψ = ψ + ψc c  1ψ  и 2ψ  – собственные состояния оператора H0, описываю-
щие состояния частицы в разных ямах, т. е. 

0
0 1 2

0

1
0 1, 2 0 1, 2 1 2

2

0 1 0
, , ,

0 0 1

1 0
, .

0 1

     
= ψ = ψ =     

    
     

ψ = ψ ψ = = +     
    

E
H

E

c
H E c c

c
  (3.75)

Здесь V(p) – оператор возмущения, который вызывает переходы из одной ямы в 
другую, т. е. из одного состояния в другое (перемешивает состояния ψ1 и ψ2):  

( ) 0
0

0

0 0

0 0 1
,

0 1 0

0 1 1 0
,

1 0 0 1

p QE
V QE

QE

QE QE

   
= =   

  
    

=    
    

  (3.76)

т. е. ( ) ( ) ( )
1 0 2 2 1 12 12 0так что,  .p p pV QE V V H QEψ = ψ ψ ψ ≡ = =  Этот оператор и

включил в себя неортогональность волновых функций. 
Условие разрешимости системы уравнений (3.71) или (3.72) имеет вид 

( )2 2 2
0 0 0.− − =E E Q E       (3.77) 

Откуда следует 
(1, 2)

0 0.− = ±E E QE     (3.78)   
В результате будем иметь два новых значения энергии частицы, т. е. рас-

щепление вырожденного уровня на два: 
02(1, 2)

0 0 0 0 02 .− κ= ± ≈ ± κ bE E QE E be E  (3.79) 
Причем, как видим, величина расщепления определяется матричным элементом 
перехода частицы из первой во вторую яму (и наоборот), пропорциональным ам-
плитуде вероятности найти частицу из первой ямы в связанном состоянии во вто-
рой яме:  

02(2) (1)
0 0 0 02 2 4 .bE E E QE QW be W− κ∆ = − = − = ≈ κ  (3.80) 

Таким образом, из формулы (3.79) следует, что энергия системы из двух ям 
и одной частицы (такого рода систему, например, представляет электрон в поле 
двух протонов – молекулярный ион водорода) зависит от расстояния между 
ямами. Между ямами возникает добавочное притяжение или отталкивание (в за-
висимости от того, увеличивается или уменьшается энергия системы при умень-
шении расстояния между ними) за счет обмена частицей, которая туннелирует 
между ямами, т. е. проходит под потенциальным барьером в области, которая 
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недоступна в классической физике (такова природа химической связи в молеку-
лярном ионе водорода 2H ).+  

Первое из уравнений (3.71), 

( )1 0 2 0 0,− + =c E E c E Q
с учетом равенства (3.78) дает 

(1, 2)
01

(1, 2) (1, 2)
2 0

1.= = ±
−

E Qc
c E E      (3.81) 

Таким образом, новым собственным значениям энергии E(1) и E(2) отвечают 
симметричная и антисимметричная (четная и нечетная) комбинации начальных 
функций 1ψ  и 2ψ  (рис. 3.5) в качестве новых собственных функций оператора 
Гамильтона: 

( )0 0(1) (1)01 2
0 0 0 0( ) , ,

22
−κ + −κ −κψ + ψ

ψ = = + = + = −x b x bx e e E E E Q E W Q

(3.82) 

( )0 0(2) (2)01 2
0 0 0 0( ) , .

22
−κ + −κ −κψ − ψ

ψ = = − = − = +x b x bx e e E E E Q E W Q  (3.83) 

Как видим, энергия нечетного состояния (3.83) выше энергии четного (3.82). 
Как и ранее (см. рис. 3.2), волновая функция основного (четного) состояния не 
имеет узлов, у волновой функции следующего (нечетного) состояния имеется 
один узел (см. рис. 3.5).  

Рис 3.5. Четная ψ(1) и нечетная ψ(2) волновые функции частицы в потенциале двух 
мелких ям, отвечающие расщепленным энергиям E(1), E(2) 
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3.5. Осцилляции вероятности найти частицу в заданной яме 

Зададимся вопросом, что произойдет, если до момента t = 0 ямы были отде-
лены непроницаемой перегородкой, а частица находилась слева (т. е. в состоя-
нии ψ(1), а в момент t = 0 перегородку удалили. 

Итак, до момента t = 0 частица находилась в состоянии 

( ) 0
1 1, ( ) ,− ωΨ = ψ i tx t x e    (3.84) 

где 0 0Eω = −

энергия этого состояния. При t = 0, складывая выражения (3.82) и 
(3.83), для волновой функции (3.84) получаем 

( )
( ) ( )1 2

1 1
( ) ( ), 0 ( ) .

2
ψ + ψ

Ψ = ψ =
x xx x (3.85) 

После момента t = 0 состояние частицы уже не будет обладать определенной 
энергией, поскольку входящие в суперпозицию (3.65) состояния имеют разные 
энергии ( ) ( )1 1E = ω  и ( ) ( )2 2 ,E = ω  так что дальнейшая эволюция этого состояния 
при t > 0 будет определяться волновой функцией

( ) ( )( )(1) ( 2)(1) (2)1( , ) .
2

− ω − ωΨ = ψ + ψi t i tx t x e x e (3.86)

Вспоминая, что функции ψ(1) и ψ(2) соответственно равны 

( ) ( )(1) (2)
1 2 1 2

1 1( ) , ( )
2 2

ψ = ψ + ψ ψ = ψ − ψx x

и подставляя их в выражение (3.86), будем иметь 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(1) ( 2) (1) ( 2)

(1) ( 2) (1) ( 2)
0 0

(1) (2)
1 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1( )
22

1 cos sin ,
2

− ω − ω − ω − ω

− ω − ω− ω − ω − ω − ω

 ψ = ψ + ψ = ψ + ψ + ψ − ψ = 

 = ψ + + ψ − = ψ ∆ω − ψ ∆ω 

i t i t i t i t

i t i ti t i t i t i t

t e e e e

e e e e e t e i t

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1
0 0/ 2 / 2 , / 2 / .E E E     ∆ω = ω − ω = − ω = ω + ω =      

Таким образом, вероятность найти частицу в первой яме (т. е. в состоя-
нии ψ(1)) равна 

( )2
1

1cos 1 cos 2 ,
2

W t t= ∆ω = + ∆ω     (3.87) 

во второй яме (в состоянии ψ(2)) – 

( )2
2

1sin 1 cos 2 .
2

W t t= ∆ω = − ∆ω (3.88) 



То есть вероятность обнаружить частицу в какой-либо из ям осциллирует с ча-
стотой, которая определяется разностью энергии интерферирующих симметрич-
ного и антисимметричного состояний. Частица периодически переходит из од-
ной ямы в другую и обратно. Частота этих осцилляций определяется расстоя-
нием между энергиями в состояниях ψ(1) и ψ(2): 

02
0 0 0 0

0

2 2 42 .
bQE QW be WE − κκ∆

∆ω = = − = ≈
   

(3.89) 

Точно такую же природу имеет, например, прецессия спина частицы в маг-
нитном поле. У частицы со спином ½ в магнитном поле (вдоль которого обычно 
направляют ось z) как раз имеются два состояния с разными энергиями, когда 
спин направлен по и против поля. А состояние со спином, направленным пер-
пендикулярно полю, например по оси x, есть суперпозиция состояний спина по 
и против поля с разными энергиями. Прецессия спина вокруг магнитного поля и 
есть периодическое изменение его направления, т. е. переход из состояния спина 
по оси x в состояние против этой оси. Таким же образом в физике элементарных 
частиц описываются осцилляции квантового числа – странности (у K0-мезонов), 
нейтрон-антинейтронные, нейтринные осцилляции и т. д. 

Обратим внимание на очень важное обстоятельство. При совпадении энер-
гий уровней даже очень слабое воздействие на систему приводит к радикальной 
перестройке уровней: они полностью перемешиваются и расталкиваются (про-
исходит расщепление). Это может приводить к фазовым переходам. Физика 
двухуровневых систем имеет широкое применение. Она описывает, например, 
природу химической связи и ядерных сил, дифракцию частиц в кристаллах 
и многое другое. 
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Глава 4. Формализм квантовой механики 
 

Итак, в квантовой механике любая система (например, частиц) описывает-
ся волновой функцией, а эволюция системы во времени – уравнением Шредин-
гера:  

0 ,i H
t

∂ψ
= ψ

∂


                                                                  (4.1) 

где H0 – оператор Гамильтона системы (он совпадает с оператором энергии, ес-
ли не зависит от времени). Именно этим оператором и определяются законы 
развития системы во времени. В координатном представлении волновая функ- 
ция ψ(r1, r2, …, t) есть амплитуда вероятности найти частицы системы  
в момент t в точках с координатами r1, r2, …, а квадрат ее модуля  
|ψ(r1, r2, …, t)|2d3r1d3r2… – вероятность найти частицы системы вблизи точек r1, 
r2, …, в элементах объема d3r1d3r2…, так что |ψ(r1, r2, …, t)|2 – плотность веро-
ятности, и 

( ) 2 3 3
1 1, ... ... 1,ψ =∫ d r d r1 2r r                                               (4.2) 

есть условие нормировки волновой функции. 
В случае, когда оператор H0 не зависит явно от времени, его собственные 

функции и его собственные значения определяют стационарные состояния си-
стемы с заданными энергиями: 

0 .n n nH Eψ = ψ                                                                (4.3) 

Напомним, что действие оператора Гамильтона на собственную функцию 
сводится к умножению этой функции на энергию состояния. Эти энергии обра-
зуют спектр либо непрерывный при E > 0, либо дискретный при E < 0. 

Эволюция таких состояний во времени описывается уравнением (4.1), ко-
торое приобретает вид 

,n
n ni E

t
∂ψ

= ψ
∂



                                                               (4.4) 

так что 

( ) ( ) ( ), .
− − ωψ = ψ ≡ ψ

n
n

Ei t i t
n n nt e er r r                      (4.5) 

Эти состояния системы с заданными энергиями называются стационар-
ными, поскольку величина |ψn(r1, r2, …, t)|2, которая определяет физически 
наблюдаемые вероятности событий, от времени не зависит. 

 
4.1. Векторы состояний в квантовой механике 

 
Главным свойством собственных функций ψn(r) оператора H0 является то, 

что они образуют полную систему линейно независимых ортонормированных 
функций (базис в пространстве функций, или векторов состояний), т. е. любую 
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волновую функцию (вектор состояния) можно представить в виде линейной су-
перпозиции базисных векторов: 

1
( ) ( ).

∞

=

ψ = ψ∑ n n
n

cr r                                            (4.6) 

Собственные функции ψn(r) являются аналогами единичных перпендикуляр-
ных (ортогональных) друг другу базисных векторов (ортов) ex, ey, ez в обычном 
трехмерном пространстве, так что любой вектор A можно представить как  

3

1
,

=

= + + = ∑x x y y z z i i
i

A A A AA e e e e  
                          (4.7)

 

где Ai – проекции вектора A на базисные направления ei. Это пространство 
называется линейным, поскольку для любых двух векторов A и B, являющихся 
его элементами, любая их линейная комбинация c1A + c2B, где c1 и c2 – произ-
вольные вещественные числа, также является элементом этого пространства. 

Базисные векторы (орты) ei обладают следующими свойствами: они явля-
ются единичными, т. е. длина каждого равна единице |ei| = 1, и ортогональны 
друг другу, т. е. скалярные произведения (eiej) = 0 при i ≠ j и (eiei) = |ei|2 = 1. Эти 
свойства, называемые ортонормированностью системы базисных векторов, 
можно объединить: 

( ) .i j ij= δe e                                                 (4.8) 

Нетрудно видеть, что проекция вектора A на ej равна скалярному произве-
дению Aj = (Aej). Действительно, 

( ) ( ) .j i i j i ij
i i

A A= = δ∑ ∑Ae e e  

По этой причине любой вектор в трехмерном пространстве можно представить 
тройкой его проекций (компонент) на базисные направления: 

1

2 1 2 3 1 1 2 2 3 3

3

1 0 0
0 1 0 .
0 0 1

       
       = = + + ≡ + +       
       
       

A
A A A A A A A
A

A e e e          (4.9) 

Норма (длина, или модуль) вектора определяется как 

( )2 ,= =A A AA                                                          (4.10) 

где  

  ( ) ( )
3

2 2 2 2 2

, 1
,

=

= = = = + +∑ ∑i j i j i x y z
i j i

A A A A A AA AA e e            (4.11) 

что есть не что иное, как теорема Пифагора.  
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Аналогично скалярное произведение двух разных векторов равно 

( ) ( )
3

, 1
.

=

= = = + +∑ ∑i j i j i i x x y y z z
i j i

A B A B A B A B A BAB e e (4.12)

В равенствах (4.11, 4.12) использовано условие ортонормированности (4.8). 
Заметим, что значения компонент вектора зависят от выбора системы коорди-
нат (т. е. от ориентации тройки векторов ex, ey, ez). 

В квантовой механике благодаря принципу суперпозиции волновые функ-
ции также образуют линейное пространство. Только векторы в нем в общем 
случае комплексны и в суперпозиции входят комплексные числа, так что ска-
лярные произведения определяются как 

( )
3

1 1 2 2 3 3
1

.∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

=

= + + = + + = ∑x x y y z z i i
i

A B A B A B A B A B A B A BAB      (4.13)

Заметим, что при этом ( ) ( ) .∗=AB BA  
Скалярные произведения можно записывать по-разному. Мы в основном 

будем использовать обозначения Дирака, в которых скалярное произведение 
записывается при помощи скобок Дирака в виде произведения векторов бра, 
обозначаемых A , и кэт, обозначаемых B  (от англ. bracket): 

( )
3 †

1
 где,  .∗

=

= =∑ i i
i

A BA B A A    (4.14) 

Крестом в выражениях (4.14) обозначен так называемый эрмитово- (или эрми-
товски) сопряженный вектор. Эрмитово сопряжение для векторов (и матриц) 
означает комплексное сопряжение и транспонирование, т. е. если 

1

2

3

 
 =  
 
 

A
A
A

A , то ( )†
1 2 3 ,A A A∗ ∗ ∗= =A A  (4.15) 

и тогда по правилам умножения матриц («строка на столбец») получаем 

1 3

1 2 3 2 1 1 2 2 3 3
1

3

.∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

=

 
 = = + + = 
 
 

∑ i i
i

B
A A A B A B A B A B A B

B
A B        (4.16) 

Возвращаемся к квантовой механике. Собственные функции ψn(r) опера-
тора H0 образуют полную систему ортонормированных функций (систему ба-
зисных векторов в некотором многомерном векторном пространстве, элемента-
ми которого являются волновые функции). Это означает, что любую волновую 
функцию, описывающую некоторое состояние системы, можно разложить по 
этим базисным функциям: 
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1
( ) ( ).

∞

=

ψ = ψ∑ n n
n

cr r

А теперь перепишем это выражение в следующем абстрактном виде, отвлекаясь 
от конкретной зависимости функций от координат:  

1
,

∞

=

ψ = ∑ n
n

c n      (4.17) 

где ψ  – вектор состояния; n  – собственные векторы оператора Гамильтона: 

0 .nH n E n=    (4.18) 

В принципе, собственные векторы можно обозначить и как ,ψn  но наше обо-
значение короче и, как увидим далее, имеет определенный смысл. Собственные 
векторы образуют ортонормированную систему, т. е. в наших обозначениях  

.nnn n ′′ = δ       (4.19) 

Умножая выражение (4.17) слева на n′  и используя равенство (4.19), 
имеем 

1
,

∞

′
=

′ ′ψ = =∑ n n
n

n c n n c  

так что для коэффициентов разложения cn получаем 

.nc n= ψ    (4.20) 
Теперь осталось определить скалярное произведение. 

Рассмотрим два разных состояния системы A и B, описываемых векторами: 

1 1
, ,

∞ ∞

= =

≡ ψ = ≡ ψ =∑ ∑A i B k
i k

A a i B b k      (4.21) 

эрмитово-сопряженный вектор состояния B будет равен 

( )†

1
,

∞
∗

=

= ≡ ψ = ∑B k
k

B B b k   (4.22) 

так что для скалярного произведения имеем 

,
.∗ ∗ ∗= = ≡∑ ∑ ∑k i k k i i

i k k i
B A b a k i b a b a  (4.23) 

Видим, что, как и ранее, .B A A B ∗=
В квантовой механике, как мы уже отмечали, для возможности вероят-

ностной интерпретации вектора состояний (волновые функции) должны быть 
нормированными, т. е. 
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2 2 1.k k k i
k k i

B B A A b b b a∗= = = = =∑ ∑ ∑ (4.24) 

Это соотношение позволяет нам интерпретировать ai как амплитуду вероятно-
сти системе в состоянии A  иметь энергию Ei (т. е. найти систему в состоя-

нии i ). Точно так же bi имеет смысл амплитуды вероятности системе в состо-

янии B  иметь энергию Ei (т. е. находиться в состоянии i ). Величины |ai|2 и 
|bi|2 имеют смысл соответствующих вероятностей. 

Количество собственных векторов состояний, которые формируют вектор-
ное пространство квантовых состояний (волновых функций), в общем случае 
бесконечно, т. е. такое пространство бесконечно-мерно. Оно называется гиль-
бертовым. Но в некоторых физических ситуациях оно может иметь и конечную 
размерность (как, например, в двухуровневой задаче).  

Выше мы использовали координатное представление (зависимость от ко-
ординат) для волновых функций ψ(r), кроме того, мы их нормировали следую-
щим образом: 

23 3( ) ( ) ( ) 1.d r d r∗ψ ψ = ψ ψ = ψ =∫ ∫r r r (4.25) 

Это значит, что полная вероятность найти частицу во всем объеме равна 1. 
Выражение (4.25) фактически определяет скалярное произведение в коор-

динатном представлении. 
Соотношение ортонормированности (4.19) собственных векторов в коор-

динатном представлении запишется как 
3( ) ( ) .n n n n nnn n d r∗

′ ′ ′′ ≡ ψ ψ = ψ ψ = δ∫ r r (4.26) 

Вернемся к разложению (4.17) вектора состояния по собственным функци-
ям оператора Гамильтона:  

.i
i

c iψ = ∑       (4.27) 

В этом случае состояние ψ  характеризуется набором ci, т. е. проекциями век-

тора состояния ψ  на орты i , которые имеют смысл амплитуд вероятностей 

системе иметь энергии Ei, т. е. быть в состоянии i . Таким образом, величины 
ci ≡ с(Ei) представляют собой волновую функцию того же состояния, но зави-
сящую не от координат, а от энергий (как говорят, в энергетическом представ-
лении), причем, см. равенство (4.20), 

3( ) ( ) .i i
V

c i d r∗= ψ = ψ ψ∫ r r      (4.28) 



68

В скалярном произведении i ψ символ i называется индексом представления, 

а ψ – индексом состояния. Тем самым подчеркивается, что i ψ есть волновая 
функция в i-представлении (т. е. в энергетическом).  

Заметим, что волновую функцию в координатном представлении можно 
аналогично записать как ( )ψ = ψr r . Это будет отражать разложение вектора 

состояния ψ  по собственным состояниям оператора координаты :r  
3 .d rψ = ψ∫ r r    (4.29) 

Здесь в силу непрерывности координаты суммирование заменено на интегри-
рование. Умножая обе части уравнения (4.29) слева на ,′r  получим 

( )3 3 .d r d r′ ′ ′ψ = ψ = ψ δ −∫ ∫r r r r r r r  (4.30) 

Здесь, чтобы равенство (4.30) выполнилось, должно выполняться 

( ) ,′ ′= δ −r r r r  (4.31) 
а это, с одной стороны, аналог условия ортонормированности собственных со-
стояний непрерывного спектра оператора координаты, а с другой – это и есть 
собственное состояние оператора координаты в координатном представлении, 
т. е.  

( ) ( ).′ ′ ′= ψ = δ −rr r r r r  (4.32) 

В этом состоянии r  координата частицы равна r′ = r точно так же, как в со-

стоянии n  энергия частицы равна E = En. Таким образом, условие ортонорми-
рованности собственных функций оператора координаты (4.31) в координатном 
представлении будет выглядеть следующим образом: 

( ) ( ) ( )3 3( ) ( ) .d r d r∗
′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′= ψ ψ = δ − δ − = δ −∫ ∫r rr r r r r r r r r r   (4.33) 

Заметим, что наши функции ( )′ψr r  не являются нормируемыми в обычном 
смысле, поскольку 

23 ( ) .d r′′ ′′ψ = ∞∫ r r

Это общее свойство состояний F ′ψ , имеющих определенные значения (F′) фи-
зической величины F, соответствующей оператору с непрерывным спектром. 
Такие состояния не могут быть точно осуществлены. Практически можно лишь 
добиться того, чтобы система находилась в состоянии, в котором значения F 
лежат достаточно близко к F'. Таким образом, состояния, относящиеся к строго  
заданному собственному значению в непрерывном спектре, являются матема-
тической идеализацией. Эта идеализация весьма полезна, так как она значи-
тельно упрощает вычисления, однако в некоторых случаях (например, в стро-
гой теории рассеяния) приходится от такой идеализации отказываться.  



69

Возможно, что ненормируемость собственных функций ( )F ′ψ r  операторов, 
имеющих непрерывный спектр, 

23 ( ) ,Fd r ψ = ∞∫ r       (4.34) 

связана с неосуществимостью соответствующих состояний. Практически мож-
но осуществить только состояния, в которых значение F лежит в некотором ин-
тервале от F до F + ∆F. Такие состояния описываются, например, волновыми 
пакетами типа (2.8), которые можно нормировать (см. рис. 2.2).  

4.2. Операторы физических величин. Эрмитовы операторы 

Подобно тому, как функция есть рецепт, позволяющий по данному числу х 
найти другое число у = f (x), так оператор есть рецепт, позволяющий по задан-
ному вектору состояния вычислить другой вектор. Таким образом, действие 
оператора на вектор состояния сводится к преобразованию этого вектора в но-
вый вектор:  

ˆ .′ψ = ψF   (4.35) 
Чтобы при таком преобразовании не нарушался принцип суперпозиции состоя-
ний, необходимо выполнение условий 

ˆ ˆ ,Fa aFψ = ψ  ( )1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ .F F Fψ + ψ = ψ + ψ  (4.36) 

Операторы, удовлетворяющие этим условиям для произвольных векторов, 
называются линейными операторами.  

Если оператор F̂  соответствует физической величине F, то его среднее 
значение должно быть вещественно. Условие вещественности средних значе-
ний сводится к интегральному равенству для оператора ˆ :F

*ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .F F F d F d F F∗ ∗= = ψ ψ τ = ψ ψ τ ≡ ψ ψ = ψ ψ∫ ∫         (4.37)

В обозначениях Дирака среднее значение величины F записывается следующим 
образом: 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ .F F F d F F
∗

∗= = ψ ψ τ ≡ ψ ψ = ψ ψ∫      (4.38) 

Такие операторы называются самосопряженными, или эрмитовыми. 
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4.2.1. Эрмитовы операторы 
 

Оператор †Â называется эрмитово-сопряженным к оператору Â , если для 
любых 1 2,ψ ψ выполняется 

( ) ( )† †
1 2 1 2 2 1

ˆ ˆ ˆ ,A d A d A d
∗∗

∗ ∗ψ ψ τ = ψ ψ τ ≡ ψ ψ τ∫ ∫ ∫           (4.39) 

т. е. 

†
1 2 2 1

ˆ ˆ .
∗

ψ ψ = ψ ψA A                                (4.40) 

Если 
†ˆ ˆ,A A=  такой оператор называется эрмитовым, или самосопряженным. 

Как и средние, собственные значения эрмитовых операторов вещественны, 
поскольку они совпадают со средними значениями в собственных состояниях. 
Действительно, если 

ˆ ,A aλ λ λψ = ψ  то ( )ˆ .A d a A d a∗∗ ∗
λ λ λ λ λ λψ ψ τ = = ψ ψ τ =∫ ∫  

Таким образом, все операторы физических величин должны быть эрмитовыми.  
В обозначениях Дирака определение эрмитово-сопряженного операто-

ра (4.40) записывается следующим образом: 
†

1 2 2 1
ˆ ˆ ,A A ∗ψ ψ = ψ ψ                                (4.41) 

а условие эрмитовости (или самосопряженности) оператора – 

 1 2 2 1
ˆ ˆ ,A A ∗ψ ψ = ψ ψ                                (4.42) 

откуда автоматически вытекает вещественность средних 
ˆ ˆ .A A ∗ψ ψ = ψ ψ                                    (4.43) 

Величина 1 2Âψ ψ  называется матричным элементом оператора между со-

стояниями 1ψ и 2 ,ψ  а 1 1Âψ ψ – диагональным матричным элементом. 
Произведением двух операторов ˆ ˆFK называется оператор, действующий на 

функцию последовательно сначала оператором 
ˆ ,K  затем ˆ .F  В общем случае 

произведение операторов зависит от порядка сомножителей: ˆ ˆ ˆ ˆ .FK KFψ ≠ ψ  Ес-

ли ˆ ˆ ˆ ˆ ,FK KFψ = ψ  то говорят, что эти операторы коммутируют друг с другом. 
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4.2.2. Эрмитово сопряжение оператора произведения ˆ ˆFK  
 

По определению,   

( ) ( ) ( )( )†† † †
1 2 1 2 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .FK d F K d K F d FK d
∗∗ ∗

∗ψ ψ τ = ψ ψ τ = ψ ψ τ = ψ ψ τ∫ ∫ ∫ ∫  
Таким образом, 

( )† † †ˆ ˆ ˆ ˆ .=FK K F                                            (4.44) 

Если операторы F̂ и K̂  являются эрмитовыми, то 

  ( )† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .FK K F KF= =                                        (4.45) 

Следовательно, произведение эрмитовых операторов также эрмитов оператор, 
только если они коммутируют, т. е. если их коммутатор равен нулю: 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 0.  ≡ − = F K FK KF                                      (4.46) 

В общем случае, если F̂ и K̂  являются линейными эрмитовыми операторами, 
то такими же будут и операторы 

( ) { }1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,
2 2

= + ≡S KF FK K F                                (4.47) 

и 

 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , = − ≡  G i KF FK i K F                                  (4.48) 

где оператор { }ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, = +K F KF FK  называется антикоммутатором, а 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,  = − K F KF FK  как мы уже отметили, – коммутатором этих операторов. 

Если ˆ ˆ ˆ ˆ0, .= =G S KF  
 

4.3. Свойства собственных функций эрмитовых операторов 
 

1. Взаимная ортогональность. Собственные функции (векторы состоя-
ний), отвечающие разным собственным значениям эрмитова оператора, взаим-
но ортогональны.  

Действительно, рассмотрим два собственных состояния |ψµ〉 и |ψλ〉 опера-
тора Â, отвечающие двум собственным значениям этого оператора: 

ˆ ,A aµ µ µψ = ψ  ˆ .A aλ λ λψ = ψ  
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Умножая, например, первое из этих уравнений на λψ  слева, получим 

ˆ ˆ ∗ ∗
λ µ µ λ µ µ λ λ µ λ λ λ µψ ψ = ψ ψ = ψ ψ = ψ ψ = ψ ψA a A a a    (4.49) 

или 

( ) 0.a aµ λ λ µ− ψ ψ =      (4.50) 

В случае отсутствия, как говорят, вырождения, т. е. при ,µ λ≠a a  имеем 

0.λ µψ ψ =      (4.51) 

При наличии вырождения в качестве собственных функций всегда можно вы-
брать такие их суперпозиции, которые взаимно ортогональны, и в результате 
также получить ортонормированную систему функций λ µ λµψ ψ = δ . Покажем 
это на примере двукратного вырождения. Это означает, что имеются две нор-
мированные собственные функции 1µψ  и 2µψ  оператора Â, соответствующие 
собственному значению .µa  Заметим, что любая их суперпозиция также являет-
ся собственной функцией оператора Â (в силу его линейности) с тем же соб-
ственным значением.  

Теперь определим две другие функции:

( )1 1 2 1 2, ,bµ µ µφ = ψ φ = ψ + εψ    (4.52) 

где b и ε – комплексные числа. Выберем ε так, чтобы 1 2 0,φ φ = т. е. 

2 11 0.µ µ+ ε ψ ψ = (4.53) 

Откуда находим 
1

2 1 ,
−

µ µε = − ψ ψ (4.54) 

а величина b найдется из условия нормировки. Таким образом, получаем орто-
нормированный набор собственных функций и при наличии вырождения. 

2. Полнота. Собственные функции (состояния) эрмитова оператора обра-
зуют полную ортонормированную систему (базис в пространстве функций). Это 
означает, что любую функцию f(r) можно разложить по этим функциям. Дей-
ствительно, 

( ) ( ) ( ) ( )3, .∗
µ µ µ µ µ

µ

′ ′ ′= ψ = ψ ≡ ψ∑ ∫f c c d r f fr r r r (4.55) 

Если функция f(r) нормирована, то из условия ее нормировки 

( ) ( ) 3 1∗= =∫f f f f d rr r
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следует 

( ) ( ) 23

,
1.∗ ∗ ∗

µ ν µ ν µ µ µ
µ ν µ µ

′ψ ψ = = =∑ ∑ ∑∫c c d r c c cr r                              (4.56) 

Это условие полноты системы собственных функций, так как оно служит кри-
терием того, что эта система достаточна, чтобы с ее помощью представить лю-
бую другую функцию. С другой стороны, оно позволяет интерпретировать cµ 
как амплитуду вероятности в состоянии f(r) обнаружить систему в состоя- 
нии |ψµ〉, в котором физическая величина A имеет значение aµ, причем в силу 
равенства (4.56) cµ представляют все возможные состояния системы. 

3. Формула Дирака. Перепишем выражения (4.55) в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 ,f d r f d r f∗ ∗
µ µ µ µ

µ µ

′ ′ ′ ′ ′ ′= ψ ψ = ψ ψ∑ ∑∫ ∫r r r r r r r    (4.57) 

откуда следует 
( ) ( ) ( ).∗

µ µ
µ

′ ′ψ ψ = δ −∑ r r r r                                               (4.58) 

В обозначениях Дирака то же самое запишется (уже безотносительно к какому-
либо конкретному представлению) как 

.f c fµ µ µ µ
µ µ

= ψ = ψ ψ∑ ∑                                     (4.59) 

Из равенства (4.59) следует, что оператор µ µ
µ

ψ ψ∑  является единичным, т. е. 

1.µ µ
µ

ψ ψ =∑                                                            (4.60) 

Это соотношение носит название формулы Дирака. 
 

4.4. Операторы проецирования и представления волновой функции 
 

В этом разделе попытаемся более строго определить, что такое представ-
ление волновой функции и как перейти от одного представления к другому.  

Итак, пусть некоторая физическая величина µ имеет дискретный спектр 
собственных значений µn, т. е. 

ˆ ,n n nµ µ = µ µ                                                               (4.61) 
тогда формула Дирака (4.60) перепишется в виде 

1.n n
n

µ µ =∑                                                               (4.62) 

Оператор проецирования (проекционный оператор, или проектор) 
n

Pµ  
произвольного вектора состояния на некоторое собственное состояние nµ  
представляет собой следующую конструкцию из векторов бра и кэт: 
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.
n n nPµ = µ µ                                                             (4.63) 

Его действие на любой вектор состояния a  определяется следующим обра-
зом: 

,
n n nP a aµ = µ µ                                    (4.64) 

т. е., действительно, оператор 
n

Pµ  проецирует вектор a  на направление ба-

зисного вектора nµ , причем величина этой проекции n aµ  есть амплитуда 

вероятности того, что в состоянии a величина µ имеет значение µn. 

Аналогично и для бра-вектора a : 

.
n n na P aµ = µ µ                                                   (4.65) 

Основным свойством проекционных операторов Pµ является 
2 .
n n

P Pµ µ=                                                                   (4.66) 
Действительно, из определения (4.63) и условия нормировки имеем 

2 .
n nn n n n n nP Pµ µ= µ µ µ µ = µ µ =  

Операторы проецирования удовлетворяют соотношению Дирака 

1.
n n n

n n
Pµ = µ µ =∑ ∑                                  (4.67) 

Умножая эту формулу справа на |а〉, получаем разложение этого вектора по 
собственным состояниям |µn〉: 

.n n
n

a a= µ µ∑  

Из нормировки вектора |а〉, т. е. из 1a a = , следует 
2

1,n n n
n n

a a aµ µ = µ =∑ ∑  

что есть условие полноты системы собственных функций (векторов) nµ  опе-

ратора ˆ.µ  Величина n aµ  представляет собой амплитуду вероятности системе 

в состоянии |а〉 иметь величину µ, равную µn. Таким образом, n aµ  есть не что 
иное, как волновая функция системы в µ-представлении. Поэтому вполне есте-
ственно (как мы уже отметили) называть a индексом состояния, а µn – индексом 

представления. Величина 
2

n aµ есть вероятность того, что в состоянии |а〉 ве-
личина µ = µn. 

Умножая формулу Дирака слева на iλ , а справа – сначала на ,a  затем 

на ,kλ  где kλ  – собственные векторы другого оператора ˆ ,λ отвечающего 
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другой физической величине λ  (также имеющей дискретный спектр), соответ-
ственно, получим сначала  

,i i n n
n

a aλ = λ µ µ∑   (4.68) 

что представляет собой связь между волновыми функциями в разных представ-
лениях (с другой стороны, это принцип суперпозиции), и затем 

,i k i n n k ik
n

λ λ = λ µ µ λ = δ∑   (4.69) 

которое есть соотношение ортогональности и нормировки. Таким образом, 
формула Дирака полностью эквивалентна этим соотношениям и выражает их в 
наиболее сжатом и общем виде. 

Замечание. Если индекс представления λ пробегает непрерывные значе-
ния, т. е. величина λ имеет сплошной спектр, то в этом случае амплитуда aλ
будет функцией непрерывной переменной, т. е. волновой функцией состоя-

ния |а〉 в λ-представлении. В этом случае 
2

aλ  есть плотность вероятности, а 
2

dW a d= λ λ  – вероятность системе в состоянии |а〉 иметь величину λ, ле-
жащую в пределах от λ до λ + dλ. Суммирование необходимо заменить на инте-
грирование, так что формула Дирака (4.62) будет иметь вид (см. также соотно-
шение (4.29)) 

1.dλ λ λ =∫   (4.70) 

4.5. Переход от одного представления к другому. Унитарные операторы 

Вернемся к формуле (4.68), записав ее в виде 

.i n i n
n

a aλ = µ λ µ∑      (4.71) 

Это аналог разложения (4.55) волновой функции в координатном представле-
нии (т. е. зависящей от координат) по собственным функциям некоторого опе-
ратора (также в координатном представлении). Действительно, равенство (4.71) 
можно переписать в терминах волновых функций: 

( ) ( ),a n n
n

aψ λ = µ ψ λ∑  (4.72) 

где ( )nψ λ  – собственная функция оператора µ̂  в λ-представлении, т. е. это 
есть разложение волновой функции, которая описывает состояние a в некото-
ром представлении λ, по собственным функциям оператора ˆ ,µ  также в пред-
ставлении λ. Коэффициенты разложения 〈µn|a〉 представляют собой амплитуды 
вероятности системе в состоянии |а〉 иметь величину µ, равные µn, т. е. волно-
вую функцию ( )aψ µ  в µ-представлении.
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С другой стороны, можно сказать, что соотношения (4.68) или (4.71) свя-
зывают распределение по λ в состоянии |а〉 с распределением по µ в том же 
состоянии |а〉. Другими словами, равенство (4.68) представляет собой преобра-
зование волновых функций (или векторов состояний) при переходе от µ-
представления, выражаемого амплитудами 〈µn|a〉 , к λ-представлению, выража-
емому 〈λi|a〉  (это преобразование аналогично преобразованию компонент век-
тора при повороте системы координат, т. е. базисных векторов в обычном трех-
мерном пространстве).   

Это преобразование осуществляют скалярные произведения собственных 
функций i nλ µ  операторов µ̂  и λ̂  (т. е. амплитуды найти в состоянии с опре-
деленным значением µ = µn, значение λ = λi). Они образуют матрицу 

,in i nU = λ µ       (4.73) 
так что соотношение (4.68) принимает вид 

.i i n n in n
n n

a a U aλ = λ µ µ = µ∑ ∑  (4.74) 

Свойства этой матрицы получаются умножением формулы Дирака слева на 〈λi|, 
а справа на |λk〉: 

.i k i n n k in kn ik
n n

U U ∗λ λ = λ µ µ λ = = δ∑ ∑    (4.75) 

Обратное преобразование от λ-представления к µ-представлению осу-
ществляется обратной матрицей 1

inU − , оно также получается при помощи фор-
мулы Дирака и выглядит следующим образом: 

1 ,i i n n ni n in n
n n n

a a U a U a∗ −µ = µ λ λ = λ ≡ λ∑ ∑ ∑  (4.76) 

откуда следует 
1 † ,in ni inU U U− ∗= ≡                                                  (4.77)

где мы ввели эрмитово-сопряженную матрицу †
inU , которая получается из мат-

рицы Uin комплексным сопряжением и транспонированием. Она обладает свой-
ством, см. равенство (4.75), 

1 † .in kn in nk in nk ik
n n n

U U U U U U∗ −= ≡ = δ∑ ∑ ∑    (4.78) 

Таким образом, матрица Uin преобразования вектора состояния из одного 
представления в другое есть конкретная реализация некоторого оператора U, 
который, действуя на вектор состояния в одном представлении, переводит его в 
другое представление (т. е. один набор компонент вектора переводит в другой 
набор). Вводя матричные элементы операторов U, U–1 и † ,U формулу (4.77) 
можем переписать так: 
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( ) ( )1 † .i n n i niin in
U U U∗− ∗= µ λ = λ µ = ≡  (4.79) 

В операторном виде 
1 †− =U U  или † 1.U U =       (4.80) 

Эти соотношения эквивалентны (4.78). 
Матрицы (и операторы), обладающие таким свойством, называются уни-

тарными. Главное их свойство – при преобразованиях они сохраняют норми-
ровку (длины векторов не меняются).  

Действительно, вспоминая, что мы определили скалярное произведение 
как произведение эрмитово-сопряженного вектора бра на вектор кэт (т. е. про-

изведение «строка на столбец»), и учитывая, что ( )† † ,U a a U=  см. выраже-
ние (4.44), получим 

( ) ††
.U a U a a U U a a a= =    (4.81) 

Такое преобразование эквивалентно повороту базисных векторов в гильберто-
вом пространстве. При этом проекции векторов состояний на эти базисные век-
торы меняются, сами же векторы и их длины (суммы квадратов модулей их 
компонент) в новых координатах остаются неизменными.  

4.6. Матричное представление операторов 

Итак, физические величины в квантовой механике описываются эрмито-
выми операторами, которые действуют на векторы состояний и имеют веще-
ственные собственные значения. Их собственные функции образуют полные 
системы. Наблюдаемые величины – это средние от операторов в конкретных 
состояниях, они вещественны: 

.T T T T∗ψ ψ = ψ ψ = ≡
 

                             (4.82) 

Разложим вектор состояния ψ  по собственным векторам i некоторого 
эрмитова оператора, имеющего дискретный спектр. Пусть для конкретности это 
будет оператор Гамильтона. В этом случае состояниям i  отвечают энергии Ei: 

1
, ,

∞

=

ψ = = ψ∑ i i
i

c i c i    (4.83) 

при этом 

1
.

∞
∗

=

ψ = ∑ k
k

c k    (4.84) 

Из вещественности средней величины (4.82) имеем 
*

, ,
.∗∗ ∗ψ ψ = ψ ψ = =∑ ∑

   

k i k i
i k i k

T T c c k T i c c k T i  (4.85) 
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Здесь набор матричных элементов iki T k T≡


представляет собой матрицу 

оператора T


 в энергетическом представлении, поскольку i  и k  – собствен-
ные функции оператора энергии. 

С другой стороны, 

, ,
,∗ ∗≡∑ ∑

 

k i i k
i k i k

c c k T i c c i T k

поскольку по индексам i и k проводится суммирование, их можно поменять ме-
стами (такие индексы называются немыми). Также 

, ,
.∗ ∗∗ ∗≡∑ ∑

 

k i i k
i k i k

c c k T i c c k T i

В результате получаем 
†

, , ,
,∗∗ ∗ ∗ψ ψ = = ≡∑ ∑ ∑

   

i k i k i k
i k i k i k

T c c i T k c c k T i c c i T k   (4.86) 

откуда следует, что оператор T


и его матрица ikT эрмитовы, т. е. † ∗= =ik ik kiT T T

или † .i T k i T k k T i ∗= =
  

 
Таким образом, мы убедились, что, действительно, матрица эрмитово-

сопряженного оператора †T


является транспонированной и комплексно-
сопряженной матрицей оператора T



: † .∗= TT T  

4.7. Действие оператора на вектор состояния в матричном представлении 
 

Рассмотрим действие оператора T


 на некоторый вектор состояния, кото-
рое переводит его в другой вектор состояния: 

,T ′ψ = ψ   (4.87) 
разложим оба вектора по собственным состояниям, например оператора Га-
мильтона: 

1 1
, ,

∞ ∞

= =

′ ′ψ = ψ =∑ ∑k i
k i

c k c i

так что выражение (4.86) превращается в 

1 1
.

∞ ∞

= =

′ =∑ ∑i k
i k

c i c T k     (4.88) 

Умножая слева на n , получаем 

1
,

∞

=

′ = ≡∑ ∑n k nk k
k k

c c n T k T c    (4.89) 
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где n = 1, 2, 3, …, что выражает действие оператора на вектор состояния в энер-
гетическом представлении. Причем векторы состояния (начальный и конечный) 
представляются столбцами из компонент nc  и nc′ , а оператор – матрицей Tnk. 
Первый индекс – n – нумерует строки матрицы, второй – k – ее столбцы. 

Пример. Для вектора состояния, состоящего и трех компонент, выраже-
ние (4.89) запишется так: 

1 11 12 13 1

2 21 22 23 2

3 31 32 33 3

,
′    

    ′ =    
    ′    

c T T T c
c T T T c
c T T T c

 (4.90) 

что в этом случае эквивалентно записи (4.89) в виде 

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

,
,
.

c T c T c T c
c T c T c T c
c T c T c T c

′ = + +
′ = + +
′ = + +

   (4.91) 

Здесь использовано обычное правило умножения матрицы на вектор «строка на 
столбец», т. е. каждая строка матрицы умножается на столбец вектора. Точно 
так же умножаются и матрицы друг на друга.  

Действительно, рассмотрим произведение двух операторов ˆ ˆ ˆ .=G FK  
Используя формулу Дирака, получаем 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,
l

i G k i FK k i F l l K k= ≡ ∑    (4.92) 

т. е. 
( ) ,il lkik

l
FK F K= ∑     (4.93) 

что и есть правило умножения матриц «строка на столбец», только здесь име-
ются в виду строки и столбцы матриц. 

Эрмитово-сопряженная матрица, входящая в запись (4.90), имеет вид 
†

11 12 13 11 21 31

21 22 23 12 22 32

31 32 33 13 23 33

,

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

  
   =   

      

T T T T T T
T T T T T T
T T T T T T

 (4.94) 

а ее эрмитовость означает равенство матрицы T ее комплексно-сопряженной и 
транспонированной T*T: 

11 12 13 11 21 31 11 21 31

21 22 23 12 22 32 21 22 32

31 32 33 13 23 33 31 32 33

.
T T T T T T T T T
T T T T T T T T T
T T T T T T T T T

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

    
     = =    

          
   (4.95) 
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Заметим, что выражение (4.86) для среднего можно переписать следующим об-
разом:  

( ) ( )
, ,

Sp ,∗ψ ψ = = ρ = ρ ≡ ρ∑ ∑ ∑
 

k i ki ik kk
i k i k k

T c c i T k T T T    (4.96) 

где мы ввели новую матрицу 

 ,ik i kc c∗ρ =      (4.97) 
называемую матрицей плотности чистого состояния, а также новое понятие – 
след матрицы (Sp или Tr), которое означает сумму ее диагональных элементов: 

Sp Tr .ii
i

M M M≡ = ∑   (4.98) 

4.8. Свойства унитарных преобразований 

Сначала выясним, как преобразуются матричные элементы операторов при 
переходе от µ- к λ-представлению, т. е. при таком унитарном преобразовании. 
Опять, используя формулу Дирака, имеем 

,
.′ ′

′

λ λ = λ µ µ µ µ λ∑i k i n n n n k
n n

F F  (4.99) 

Вспоминая формулы (4.73, 4.79), ,in i nU = λ µ  ( )1 ,− = µ λi nin
U перепишем 

равенство (4.99) в виде 
1

,
.−

′
′

λ λ = µ µ∑i k in n n nk
n n

F U F U     (4.100) 

Пусть F′ – матрица в λ-представлении, а F – в µ-представлении, тогда равен-
ство (4.100) принимает вид  

1.F UFU −′ =                                            (4.101) 
Из равенства (4.99) вытекает очень важное свойство такого унитарного преоб-
разования: оно оставляет инвариантным след матрицы, т. е. 

Sp Sp .F F′ =      (4.102) 
Действительно, 

, ,

,
.

′ ′
′

′ ′
′

λ λ = λ µ µ µ µ λ =

= µ µ δ = µ µ

∑ ∑

∑ ∑

i i i n n n n i
i i n n

n n nn n n
n n n

F F

F F

Заметим, что преобразование базисных векторов (т. е. выбор в качестве ба-
зиса другого полного набора ортогональных векторов пространства), например 
поворот осей координат, приводит в новом базисе к изменению координат всех 
векторов, образующих пространство, кроме базисных. Такое преобразование 
эквивалентно обратному преобразованию (т. е. повороту в противоположную 
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сторону) всех векторов пространства относительно базисных, которые остаются 
неизменными. При этом компоненты векторов изменяются совершенно одина-
ково. 

Рассмотрим теперь преобразование, переводящее один нормированный 
вектор состояния |а〉 в другой нормированный вектор |b〉 при помощи некоторо-
го линейного оператора D («шляпки» над операторами будем опускать там, где 
это не вызывает недоразумений), т. е. 

.b D a=        (4.103) 
Эрмитово-сопряженное соотношение – 

†.b a D=   (4.104) 
Поскольку векторы состояний должны быть нормированы, то 

† ,b b a a a D D a= =

и, следовательно, 
† † 1,D D DD= =     (4.105) 

т. е. такой оператор преобразования вектора состояния с сохранением его дли-
ны должен быть унитарным. 

Умножая соотношение (4.104) справа на D, получим .=b D a  Таким об-
разом, оператор D преобразует векторы кэт |а〉 в |b〉, а векторы бра – обратно 〈b| 
в 〈a|. К таким преобразованиям, изменяющим координаты всех векторов про-
странства, в частности, относятся сдвиг и поворот системы координат (или 
сдвиг и поворот самого вектора) в обычном трехмерном пространстве. 

Спрашивается, а как изменяются операторы физических величин при та-
ких унитарных преобразованиях. Рассмотрим действие какого-либо такого опе-
ратора F на вектор состояния |а〉. При преобразовании D вектор состояния |а〉 
переходит в D|а〉, а вектор F|а〉, соответственно, в DF|а〉.  

Определим преобразованный оператор F' соотношением 
1 ,DF a DFD D a F D a− ′≡ ≡  (4.106) 

так что 
1.F DFD−′ =       (4.107) 

Точно так же преобразуются и матрицы операторов при переходе от одного 
представления (т. е. базиса) к другому (см. равенство (4.101)).  

4.9. Одновременная измеримость величин и коммутаторы 

Если волновая функция некоторого состояния системы совпадает с соб-
ственной функцией оператора F̂ , то в этом состоянии физическая величина F 
имеет определенное значение. Также если волновая функция является одновре-
менно собственной функцией нескольких операторов, то в этом состоянии име-
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ют определенные значения все физические величины, соответствующие этим 
операторам.  

Например, в состоянии свободного движения, которое описывается функ-
цией A exp (ikr), определенные значения имеют импульс р = ħk и кинетическая 
энергия p2/2m, так как эта функция одновременно является собственной функ-
цией как оператора импульса, так и оператора кинетической энергии.  

Однако в этом состоянии не имеют определенного значения квадрат мо-
мента количества движения и его проекции на оси координат, так как плоская 
волна не является собственной функцией соответствующих операторов. Далее 
мы увидим, что возможны и такие состояния свободного движения, в которых 
одновременно имеют определенное значение кинетическая энергия, квадрат уг-
лового момента и одна из его проекций. Однако при этом импульс частицы не 
имеет определенного значения. 

Эти особенности физических величин, отражающие закономерности атом-
ных явлений, должны проявляться в свойствах операторов квантовой механики. 

Теорема 1. Если две физические величины F и М одновременно могут 
иметь определенные значения (т. е. могут быть одновременно измеримы), то их 
операторы должны коммутировать.  

Утверждение о том, что физические величины Fn и Mn имеют определен-
ные значения в одном состоянии, означает, что функция ψn является собствен-
ной функцией операторов F̂ и M̂ , т. е. 

ˆ ,
ˆ .

n n n

n n n

F F

M M

ψ = ψ

ψ = ψ                                      (4.108) 

Умножим первое из этих уравнений слева на M̂ , а второе – на F̂  и вычтем из 
первого уравнения второе: 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ 0.n nn n n nMF FM FM M F− ψ = − ψ =                  (4.109) 

То есть, действительно, если волновая функция является собственной для двух 
операторов, то эти операторы должны коммутировать. 

Теорема 2. Можно доказать и обратную теорему: если два оператора M̂  и 
F̂ коммутируют, то они имеют общую систему собственных функций.  

Рассмотрим случай, когда оба оператора имеют систему невырожденных 
собственных значений. Итак, имеем 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ 0,− =MF FM                                        (4.110) 

и пусть ψn образуют полную систему собственных функций оператора M̂ с соб-
ственными значениями Mn, т. е.  

ˆ .n n nM Mψ = ψ                                           (4.111) 
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Действуя слева на это соотношение оператором F̂ и используя их коммутатив-
ность, находим 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ,n n nM F M Fψ = ψ     (4.112) 

т. е. ˆ
nFψ  является собственной функцией оператора M̂ , соответствующей тому 

же собственному значению Mn. А поскольку собственные значения оператора 
M̂ не вырождены, то функция ˆ

nFψ  может отличаться от собственной функции 
этого оператора ψn только числовым множителем. Если обозначить этот множи-
тель через Fn, то получим  

ˆ .n n nF Fψ = ψ    (4.113) 

Следовательно, функции ψn являются собственными функциями и оператора ˆ .F
При наличии вырождения собственные функции ψnk оператора, напри-

мер ˆ ,M вообще говоря, могут не быть собственными коммутирующего с ним 
оператора ˆ .F  Однако и в этом случае из них можно составить такие комбина-
ции, которые будут собственными функциями оператора ˆ .F   

Действительно, пусть, например, собственное состояние оператора ˆ ,M со-
ответствующее собственному значению Mn, дважды вырождено, т. е. ему отве-
чают две функции ψn1 и ψn2: 

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2
ˆ .ψ + ψ = ψ + ψn n n n nM c c M c c    (4.114) 

Опять действуя слева на это соотношение оператором F̂ , находим 

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ .ψ + ψ = ψ + ψn n n n nMF c c M F c c  (4.115) 

Теперь найдем комбинации функций ψn1 и ψn2, которые являются собственны-
ми функциями оператора ˆ :F  

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2
ˆ .n n n nF c c F c cψ + ψ = ψ + ψ   (4.116) 

Умножая выражение (4.116) слева последовательно сначала на 1nψ , потом на 

2 ,ψn  а также используя их ортонормированность, получаем систему двух од-
нородных линейных уравнений для определения коэффициентов c1, c2 и соот-
ветствующих собственных значений F1 и F2: 

( )
( )

1 1 1 2 1 2

1 2 1 2 2 2

ˆ ˆ 0,

ˆ ˆ 0

ψ ψ − + ψ ψ =

ψ ψ + ψ ψ − =

n n n n

n n n n

c F F c F

c F c F F  (4.117) 
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или в матричном виде 

11 12 1

21 22 2

0.
F F F c

F F F c
−  

=  −  
    (4.118) 

Условие разрешимости этой системы уравнений – равенство детерминанта ну-
лю – 

( )( ) 2
11 22 12 0− − − =F F F F F    (4.119) 

дает два собственных значения F(1, 2) и два отношения c1/с2: 
(1, 2)
1 12
(1, 2) (1, 2)
2 11

,=
−

c F
c F F    (4.120) 

которые и определяют две комбинации функций ψn1 и ψn2, являющиеся соб-
ственными функциями оператора ˆ .F  Сами величины c1 и с2 определяются из 
условия нормировки. 

Таким образом, в квантовой механике состояние системы определяется 
полным набором значений независимых физических величин, операторы кото-
рых взаимно коммутируют. Такие полные наборы могут быть разными.  

4.10. Коммутаторы и соотношения неопределенностей 

Мы отметили, что две физические величины не могут иметь одновременно 
определенные значения ни в одном состоянии, если их операторы не коммути-
руют. 

Знание перестановочных соотношений между двумя некоммутирующими 
операторами позволяет определить важное неравенство, которому должны удо-
влетворять средние квадратичные отклонения этих величин от своих средних 
значений. Идея вывода неравенства принадлежит Герману Вейлю (1928). 

Определим дисперсию величины A (среднее квадратичное отклонение от 
ее среднего значения) как обычно: 

( )2
,A A A∆ = −  ˆ .A A= ψ ψ   (4.121) 

Пусть эрмитовы операторы Â  и B̂  не коммутируют, причем 
ˆ ˆˆ, ,  = A B iC     (4.122) 

где Ĉ − также эрмитов оператор (см. выражение (4.48)). Для простоты будем 
считать 0,A B= =  т. е. ( ) ( )2 22 2 2 2, .A A A B B B∆ ≡ ∆ = ∆ ≡ ∆ =  

Рассмотрим состояние 

( )ˆ ˆ .A iBΦ = α + ψ  (4.123) 
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Очевидно, что 

( ) ( )( )ˆ ˆˆ ˆ 0.J A iB A iBα ≡ Φ Φ = ψ α − α + ψ ≥  (4.124) 

Раскрываем правую часть 

( ) ( )2 2 2 2 2 2

2 22
2 2

2 4 2 4

2 2
2 2

2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

2
2 4 4

0.
2 4

J A i AB BA B A C B

C C CBA
A A A A

C C
A B

A A

α = ψ α + α − + ψ = α ∆ − α + ∆ ≡

 ∆
≡ ∆ α − α + + −  =

 ∆ ∆ ∆ ∆ 

 
= ∆ α − + ∆ − ≥ ∆ ∆ 

 (4.125) 

Чтобы неравенство (4.125) выполнялось при любом α, должно выполняться 
2

2
2 0

4
∆ − ≥

∆
C

B
A  (4.126) 

или 
2

2 2 ,
4

C
B A∆ ∆ ≥  (4.127) 

откуда следует соотношение неопределенностей в виде 

.
2
C

B A∆ ⋅∆ ≥    (4.128) 

Минимальная неопределенность достигается при J(α) = 0 и 

2 ,
2

C
A

α =
∆  (4.129) 

т. е. в состоянии ψ, удовлетворяющем уравнению ( )ˆ ˆ 0α + ψ =A iB  (см. равен-
ство (4.123)), или 

  2
ˆ ˆ 0.

2
C

A iB
A

 
+ ψ = ∆ 

   (4.130) 

Пример. Пусть Â  – оператор координаты в координатном представлении, 
B̂ – оператор импульса:

ˆ ˆ ˆ, .x xA x B p i i
x

∂
= = = − ∇ = −

∂
 
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Нетрудно видеть, что 

[ ] ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ,

,
x x xx p x xp p x x

i x x i x i x x i x

ψ = − ψ =

′ ′= − ψ + ψ + ψ = ψ   

     (4.131) 

т. е. ˆ, ,   = xx p i  так что ˆ ,C =   и в результате из соотношения (4.128) получа-
ем известное соотношение неопределенностей Гейзенберга для координаты и 
импульса (Вернер Гейзенберг, 1927) – 

.
2xp x∆ ⋅∆ ≥


 (4.132) 

Уравнение (4.130) для состояния с минимальной неопределенностью в этом 
случае принимает вид 

2 ( ) 0
2

 + ψ = ∆ 




x d x
x dx  или 

2

( ) ,
( ) 2
′ψ

= −
ψ ∆

x x
x x

т. е. 

2ln .
2

d x
dx x

ψ = −
∆   (4.133) 

Решение уравнения (4.133) очевидно и имеет вид 
2

24( ) ,
x

xx Ke
−

∆ψ =   (4.134) 
где K – нормировочная константа. Это так называемый гауссов волновой пакет. 
Как мы увидим далее, такие волновые функции появляются в задаче о кванто-
вом гармоническом осцилляторе. 

4.11. Основные постулаты квантовой механики 

Мы разобрали основные понятия квантовой механики и можем теперь 
сформулировать ее основные постулаты (Дж. фон Нейман (J. von Neumann)). 

1. Состояния системы описываются ненулевыми векторами комплексного
гильбертова пространства H , причем векторы ψ  и ′ψ описывают одно и то же 
состояние тогда и только тогда, когда c′ψ = ψ , где с – произвольное комплексное 
число. Каждой наблюдаемой А однозначно сопоставляется линейный эрмитов 
оператор. 

2. Наблюдаемые одновременно измеримы тогда и только тогда, когда со-
ответствующие им эрмитовы операторы коммутируют. Результатом измерения 
наблюдаемой, представляемой оператором Â , может быть лишь одно из соб-
ственных значений an оператора Â . Вероятность wn получить значение an при 
измерении в состоянии ψ  равна  

22 ,n n nw c= = ψ ψ    (4.135) 



87

где сn – коэффициент в разложении ψ  по полной системе собственных функций 
оператора ˆ :A  

, .n n n n
n

c cψ = ψ = ψ ψ∑    (4.136) 

3. Эволюция системы описывается уравнением Шредингера

,i H
t

∂ψ
= ψ

∂
       (4.137) 

где H – оператор Гамильтона (гамильтониан системы). 
4. Каждому вектору ψ  из пространства H отвечает некоторое состояние си-

стемы. Любой эрмитов оператор Â  соответствует некоторой наблюдаемой. 
Замечание 1. Выбор пространства H и закона соответствия ˆA A→ для кон-

кретной физической системы определяется согласием предсказаний теории с 
результатами эксперимента. Этот выбор не может быть формализован: можно 
построить бесконечно много квантовых теорий, которые в пределе ħ → 0 пере-
ходят в одну и ту же классическую теорию. 

Замечание 2. Существуют правила суперотбора, согласно которым про-
странство состояний H разбивается в прямую сумму ортогональных подпро-
странств, причем сумма векторов из разных подпространств не может соответ-
ствовать физически реализуемому состоянию. Например, запрещена суперпо-
зиция состояний с различными электрическими зарядами.  

4.12. Простейшие операторы квантовой механики 

Как мы отмечали, эволюция системы и ее состояния в квантовой механике 
определяются оператором Гамильтона, т. е. оператором полной энергии систе-
мы, которая есть сумма ее кинетической и потенциальной энергий и зависит от 
импульсов частиц системы (кинетическая энергия) и от их координат (потенци-
альная энергия). По этой причине операторы координат и импульсов являются 
в квантовой механике основными: через них выражается оператор Гамильтона 
и из них можно сконструировать практически все остальные наблюдаемые фи-
зические величины, кроме тех, которые являются существенно квантовыми, та-
ких как, например, спин частицы.  

Мы уже установили вид операторов координат и проекций импульса на 
эти координаты в координатном представлении (в декартовых координатах x, 
y, z). В таблице 4.1 представлены наиболее важные операторы нерелятивист-
ской квантовой механики в координатном представлении. Однако операторы, 
сопоставляемые физическим наблюдаемым величинам в квантовой механике, 
можно задавать и независимо от конкретного представления. В наиболее общем 
виде это делается при помощи коммутационных (или перестановочных) соот-
ношений. Для выяснения этих соотношений можно использовать и конкретный, 
уже известный нам, вид операторов в координатном представлении. 
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К примеру, из координатного представления естественно следует, что три 
оператора координаты х, у, z (для краткости xi (i = 1, 2, 3)) коммутируют между 
собой, т. е.  

[ ]ˆ ˆ, 0,=i kx x  (4.138) 
поскольку эти операторы сводятся к умножению на число, а числа в произведе-
нии можно переставлять. 

Точно так же в силу коммутативности частных производных 

[ ]ˆ ˆ, 0, , 1, 2, 3.= =i kp p i k   (4.139) 

Таблица 4.1 
Операторы координаты, импульса, момента импульса  

и оператора Гамильтона в координатном представлении 

Физическая величина Обозначение Оператор 

Координата 
, ,x y z
r

, ,x y z
r

Импульс , ,x y zp p p
p

, ,

− ∇
∂ ∂ ∂

−
∂ ∂ ∂



  

i

i
x y z

Момент количества дви-
жения (импульса), или 

угловой (вращательный) 
момент 

[ ]= ×L r p

,
,

= −
= −
= −

x z y

y x z

z y x

L yp zp
L zp xp
L xp yp

[ ]i= − ×∇L r

,

,

 ∂ ∂
= − − ∂ ∂ 

∂ ∂ = − − ∂ ∂ 
 ∂ ∂

= − − ∂ ∂ 







x

y

z

L i y z
z y

L i z x
x z

L i x y
y x

Энергия  
(нерелятивистская) ( )

2

2
E V

m
= +

p r ( )
2 2

2
H V

m
∇

= − + r

Аналогично выражению (4.131) для операторов импульса и координаты ча-
стицы получаются следующие соотношения:  

[ ]ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .= − = δi k i k k i ikx p x p p x i   (4.140) 
Используя явный вид операторов проекций вращательных (угловых) мо-

ментов Li, можно показать, что должны выполняться перестановочные соотно-
шения 
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ˆ ˆ ˆ, ,  =  i k lL L i L    (4.141) 

где индексы i, k, l образуют циклическую перестановку, т. е. либо i = 1, k = 2, 
l = 3, либо i = 2, k = 3, l = 1, либо i = 3, k = 1, l = 2. Эти три перестановочных 
соотношения можно для краткости записать в виде векторного произведения 

ˆ ˆ ˆ . × =  iL L L         (4.142) 

Также можно показать, что 
2ˆ ˆ, 0, 1, 2, 3.  = = iL L i     (4.143) 

Таким образом, из равенств (4.141) и (4.143) следует, что определенные 
значения могут иметь только одна из проекций углового момента и его квадрат. 
Исключение составляет только случай L = 0, когда все три проекции равны 
нулю.  

4.13. Эволюция средних значений наблюдаемых величин 
с течением времени 

Рассмотрим произвольное состояние ψ , эволюционирующее в соответ-
ствии с уравнением Шредингера (см., например, равенство (4.137)), которое мы 
запишем в виде 

1 ,H
t i

∂ ψ
= ψ

∂ 

 (4.144) 

и, соответственно, эрмитово-сопряженное уравнение 

1 .H
t i

∂ ψ
= − ψ

∂ 

  (4.145) 

Найдем уравнение, описывающее изменение среднего некоторой физиче-
ской величины T в этом состоянии. Вычислим производную от такого среднего: 

ˆ ˆ ˆ ˆ

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .

∂ ∂ ∂
ψ ψ = ψ ψ + ψ ψ + ψ ψ =

∂ ∂ ∂
∂ ∂  = ψ ψ − ψ − ψ ≡ ψ + ψ ∂ ∂ 

d T T T T
dt t t t

T HT TH T T H
t i i t

Как обычно, определим оператор ˆ /dT dt по правилу
ˆˆ ,d dTT

dt dt
ψ ψ = ψ ψ



90

получаем 
ˆ ˆ 1 ˆ, .∂  = +  ∂ 

dT T T H
dt t i   (4.146) 

Результатом равенства (4.146) является важный вывод: если оператор не-
которой физической величины T явно не зависит от времени и коммутирует с 
оператором Гамильтона, то среднее значение T не изменяется с течением вре-
мени в любом состоянии. Такая величина называется интегралом движения 
квантовых уравнений.  

4.14. Теорема Эренфеста 

Для простоты вернемся к одномерному движению вдоль оси х. Импульс 
рх = р и координата х не зависят явно от времени, поэтому производные от опе-
раторов, соответствующих этим величинам, имеют вид 

[ ] [ ]ˆ ˆ1 1ˆ ˆ, , , .= =
 

dp dxp H x H
dt i dt i    (4.147) 

Оператор Гамильтона равен 

( ) ( )
2 2 2

2

ˆ
.

2 2
pH U x U x
m m x

∂
= − + = − +

∂


   (4.148) 

Вычисление оператора скорости с использованием коммутатора (4.140) дает 

[ ] ( )

( ) ( ) ( )

2ˆ 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
2

ˆ1 1ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ .
2 2

 = = + =   

= − + − = − + − =  

  

 

dx x H x p x U x
dt i im i

pxpp ppx pxp pxp xp px p p xp px
im im m

Оператор производной от импульса легко вычислить в координатном 
представлении. Действительно, действуя этим оператором на функцию, полу- 
чаем  

( ) ( ){ } ( ) ( )ˆ 1 ˆ , ,∂ ∂ ∂ ψ = ψ = − ψ + ψ = − ψ     ∂ ∂ ∂ 

dp p U x U x U x U x
dt i x x x

так что в результате имеем 
ˆ ˆ

,dx p
dt m

=
ˆ

.dp U
dt x

∂
= −

∂  (4.149) 

Взяв производную по времени от обеих частей первого уравнения (4.149) и 
используя затем второе, находим, что оператор координаты удовлетворяет 
уравнению Ньютона: 

2

2

ˆ
.d x Um

dt x
∂

= −
∂   (4.150) 
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Из равенств (4.149) следуют уравнения для средних (Пауль Эренфест [26], 
1927): 

   , ,
d x p d p U

dt m dt x
∂

= = −
∂                         (4.151) 

которые являются квантовым аналогом канонических уравнений Гамильтона в 
классической механике. Из них следует квантовое обобщение закона Ньютона 
для средних величин 

2

2 .
d x Um

dt x
∂

= −
∂                                          (4.152) 

Уравнения (4.151, 4.152) отражают содержание теоремы Эренфеста. 
Если волновая функция ψ(x) отлична от нуля в небольшой области про-

странства около точки x x= , то последнее уравнение (4.152) допускает 
упрощение. Вводя новую переменную x xξ = − , можно в этом случае разло-
жить производную ∂U/∂x в ряд вблизи x :  

( ) ( ) ( )2 3
2

2 3

1 ...,
2

∂ ∂ ∂∂
= + ξ + ξ +

∂ ∂ ∂ ∂
U x U x U xU

x x x x  

где мы обозначили производные как 

( ) ( )
0ξ =

∂ ∂ + ξ
≡

∂ ∂ξ
U x U x

x  и т. д.  

В результате, полагаяξ ≡ ∆x  и учитывая, что при усреднении линейный поξ  
(т. е. знакопеременный) член исчезает, получаем 

( ) ( ) ( )
32

2
2 3

1 ... .
2

∂ ∂
= − − ∆ +

∂ ∂
U x U xd xm x

dt x x               (4.153) 

Если выполняется условие 

( ) ( ) ( )
3

2
3

1 ,
2

U x U x
x

x x
∂ ∂

∆
∂ ∂

                             (4.154) 

то вторым слагаемым в правой части уравнения (4.153) можно пренебречь, и 
квантовое уравнение сводится к классическому уравнению Ньютона для дви-
жения центра волнового пакета, если предположить, что в нем сосредоточена 
вся масса частицы. Неравенство выполняется тем лучше, чем более плавно из-
меняется потенциал при изменении х и чем меньше пространственная протя-

женность волнового пакета. Однако малые значения ( )2x∆  в силу соотноше-
ния неопределенностей приводят к большим неопределенностям в значении 
импульса, т. е. к существенному нарушению классического понятия импульса  
и кинетической энергии частицы. 
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Для приближенной применимости классических представлений о движе-
нии частицы необходимо, чтобы приблизительно выполнялось равенство 

( )22 22

,
2 2 2 2

pp pp
m m m m

∆
= + ≈

т. е. должно выполняться неравенство 

( )
( )

22 2

2
.

2 2 8

pp
m m m x

∆
=

∆





 (4.155) 

Одновременное выполнение двух неравенств (4.154) и (4.155) возможно 
при движении частиц с большими импульсами в плавно меняющихся внешних 
полях.  

4.15. Теорема о вириале 

Предварительно докажем полезное соотношение 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,     = − + − = +     A BC ABC BCA BAC BAC B A C A B C    (4.156)

и вспомним равенства (4.147, 4.149). Объединяя их, имеем 

[ ] [ ] ˆˆ, , , .= ∇ = − H i U H i
m
pp r  (4.157) 

И еще, если |n〉 – стационарное состояние дискретного спектра энергий (финит-
ное движение), то 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ, 0.  = − = − =  n nn H A n n HA n n AH n E E n A n    (4.158) 

Откуда 

[ ] [ ] [ ]
2 2

ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ
0.

= + =

   
= − − ∇ = − − ∇ =   

   
 

n H n n H n n H n

i n n n U n i n U n
m m

pr p r p r

p pr r  

Таким образом, 
2ˆ

2 .
2

n n n U n
m

= ∇
p r    (4.159) 

Величина U∇r называется вириалом данной механической системы. Если 
потенциальная энергия пропорциональна rk, то ,U kU∇ =r  так что  

2 ,=T k U  (4.160) 
где T – кинетическая энергия частицы.  
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Соотношения (4.159, 4.160) можно назвать квантовой вириальной теоре-
мой, так как они по форме совпадают с вириальной теоремой классической ме-
ханики, определяющей соотношение между средними по времени значениями 
кинетической и потенциальной энергий системы.  

Для гармонического осциллятора k = 2, поэтому 

.
2
E

T U= =    (4.161) 

Для кулоновского и гравитационного потенциалов k = –1, поэтому 

2 2 .T U E= − = −     (4.162) 
В частности, из этой теоремы следует что, если облако горячего газа, 

удерживаемое гравитационными силами, излучает, т. е. теряет свою полную 
энергию, его кинетическая энергия, а следовательно, и температура должны 
возрастать. Соответственно, отрицательная потенциальная энергия убывает, 
возрастая по абсолютной величине. То есть такое облако будет разогреваться и 
сжиматься до тех пор, пока (если позволит масса) не загорятся термоядерные 
реакции (т. е. образуется звезда). 

4.16. Соотношение неопределенностей «время – энергия» 

Вспомним, что если два оператора не коммутируют (см. равенство (4.122)): 
ˆ ˆˆ, ,  = A B iC

то имеет место соотношение неопределенностей (4.127) 
2

2 2 .
4

C
B A∆ ∆ ≥  

Кроме того, мы показали, что эволюция операторов во времени определяется 
уравнением (4.146): 

ˆ ˆ 1 ˆ, .∂  = +  ∂ 

dA A A H
dt t i

Если оператор Â  явно не зависит от времени, то имеем 
ˆˆ,  =  

dAA H i
dt   (4.163) 

и 

( ) ( )
22

2 2 .
4

dAE A
dt

∆ ∆ ≥


    (4.164) 



Введем характерное время изменения наблюдаемой A: 

( )2

,A

A
t

dA
dt

∆
∆ =

   (4.165) 

тогда получаем / 2,AE t∆ ∆ ≥   где ( )2 .E E∆ ≡ ∆  Таким образом, получаем, 

что для любого состояния ψ справедливо 

,
2

E t∆ ∆ ≥


   (4.166) 

где ∆t – минимальное время, за которое заметно изменяется распределение хотя 
бы одной из наблюдаемых.  

Ели H не зависит явно от времени, то и неопределенность энергии ∆E в со-
стоянии ψ от времени не зависит.  
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Глава 5. Симметрии в физике и законы сохранения 
  

В 1918 г. немецкий математик Эмми Нётер [27] доказала очень важную 
для физики теорему, из которой следует, что все законы сохранения связаны с 
соответствующими симметриями природы.  

 
5.1. Инвариантность гамильтониана и интегралы движения 

 
Рассмотрим некоторый объект (или систему), который описывается волно-

вой функцией ψ и гамильтонианом H. Гамильтониан определяет закон измене-
ния волновой функции (эволюцию системы) во времени: 

 .i H
t

∂ψ
= ψ

∂
                                                 (5.1) 

Пусть волновая функция ψ  подвергается унитарному преобразованию S 
( )† 1 ,S S =  в результате которого получается функция ψS: 

,S Sψ = ψ                                                 (5.2) 
причем 

† † .S S S S S S S Sψ ψ = ψ ψ ≡ ψ ψ ≡ ψ ψ = ψ ψ            (5.3) 

Эта преобразованная функция ψS также удовлетворяет уравнению Шредингера, 
но с другим гамильтонианом. Действительно, подействуем на уравнение (5.1) 
слева оператором S. Получаем 



1

1

.−

=

∂ ψ
= ψ

∂


Si SH S S
t                                         (5.4) 

Таким образом, функция ψS удовлетворяет уравнению Шредингера 

 .
S

S Si H
t

∂ψ
= ψ

∂
                                             (5.5) 

Но оператор Гамильтона изменился: 
1,SH SHS −=                                                (5.6) 

т. е. в результате такого преобразования мы можем попасть в другой мир с дру-
гим законом эволюции системы (другими законами природы). 

В силу унитарности ( † 1S S = ) оператор S можно представить в виде 

,i TS e τ=                                                      (5.7) 
где T – эрмитов оператор (T = T+), называемый генератором преобразования,  
а τ – некоторый параметр, характеризующий преобразование. Действительно,  
в этом случае 
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†† − τ − τ= =i T i TS e e                                            (5.8) 
и † † 1.S S SS= =  

Тогда преобразованный оператор Гамильтона запишется как 

.S i T i TH e Heτ − τ=                                            (5.9) 
Для бесконечно малого (называемого еще инфинитоземальным) преобразова-
ния (τ << 1) имеем 

1 ,S i T= + τ  ( )1ψ = + τ ψS i T                              (5.10) 
и 

( ) ( ) [ ]1 1 , .= + τ − τ = + τSH i T H i T H i T H                 (5.11) 
Отсюда следует: чтобы гамильтониан был инвариантен относительно преобра-
зования, порождаемого генератором T (чтобы преобразование, порождаемое 
этим оператором, не нарушало законов природы), T должен коммутировать с 
гамильтонианом, т. е.  

[ ]  тогда    , 0, .= =ST H H H                              (5.12) 
С другой стороны, скорость изменения среднего любой физической вели-

чины определяется также коммутатором оператора этой величины с гамильто-
нианом (см. равенство (4.146); мы считаем, что оператор T не зависит явно от 
времени), т. е. 

[ ]1 , .=


dT T H
dt i                                         (5.13) 

Если коммутатор равен нулю, то среднее величины 〈T〉 не зависит от времени, 
следовательно, T является интегралом движения.  

Таким образом, любому унитарному преобразованию, относительно кото-
рого гамильтониан системы инвариантен, отвечает интеграл движения, т. е. со-
храняющаяся величина, которая есть генератор преобразования. 

 
5.2. Закон сохранения энергии 

 
Сам гамильтониан можно считать генератором унитарного преобразова-

ния, представляющего сдвиг во времени. Действительно, уравнение Шрединге-
ра можно переписать так: 

( ) ( ) 1ψ + τ − ψ∂ψ
= = ψ

∂ τ 

t t
H

t i                               (5.14) 

или 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,S t S t t H t i T
i
τ ψ = ψ ≡ ψ + τ = + ψ ≡ + τ ψ 

 

     (5.15) 
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т. е. оператор 

= −


HT                                                 (5.16) 

является генератором сдвига во времени. Закон сохранения энергии есть след-
ствие инвариантности гамильтониана относительно сдвига во времени. Эта 
инвариантность (однородность времени) имеет место, когда H не зависит явно 
от времени.  

 
5.3. Представление Шредингера. Оператор эволюции. Функция Грина 

 
Если спектр собственных значений оператора не меняется с течением вре-

мени, то в этом случае изменение состояния с течением времени определяется 
изменением (поворотом) вектора состояния согласно уравнению Шредингера. 
Такое представление операторов и векторов состояний носит название пред-
ставления Шредингера.  

Зависимость волновых функций от времени в представлении Шредингера 
может быть выражена с помощью унитарного преобразования (оператора эво-
люции): 

( ) ( ) ( ), ,ψ ξ = ψ ξt S t                                      (5.17) 

где ( ) ( ), 0 ;ψ ξ = ψ ξ =t  ξ – набор координат всех частиц системы, от которых 
зависит волновая функция. При t = 0 оператор S(t) совпадает с единичным опе-
ратором: S(0) = 1. Подставим равенство (5.17) в уравнение Шредингера: 

( ) ( ) ( ) 0.
S t

i HS t
t

∂ 
− ψ ξ = ∂ 

                          (5.18) 

Из формулы (5.18) непосредственно следует уравнение для оператора S 

( ) ( ).
S t

i HS t
t

∂
=

∂
                                        (5.19) 

Если Н не зависит явно от времени, то формальным решением с учетом S(0) = 1 
будет 

( ) .
i Ht

S t e
−

=                                                (5.20) 
Таким образом, 

( ) ( ), , 0 ,
−

ψ ξ = ψ ξ

i Ht
t e                                   (5.21) 

и мы еще раз подтвердили, что гамильтониан есть генератор унитарного преоб-
разования, представляющего сдвиг во времени. 

Чтобы определить действие такого оператора на функцию ( ) ,ψ ξ  разло-
жим ее по собственным функциям ψn оператора Н: 
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( ) ( ),n n
n

cψ ξ = ψ ξ∑  ( ) ( ) .n nc d∗ ′ ′ ′= ψ ξ ψ ξ ξ∫                    (5.22) 

Тогда 

( ) ( ) ( ),
− −

ψ ξ = ψ ξ = ψ ξ∑ ∑ 

n
i iHt E t

n n n n
n n

t c e c e                     (5.23) 

или 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 0 ,
−∗ ′ ′ ′ ′ ′ ′ψ ξ = ψ ξ ψ ξ ξ ψ ξ ≡ ξ ξ ψ ξ ξ∑∫ ∫

n
i E t

n n
n

t d e G t d    (5.24) 

где функция 

( ) ( ) ( ), ,
−∗′ ′ξ ξ = ψ ξ ψ ξ∑ 

n
i E t

n n
n

G t e                            (5.25) 

называется функцией Грина системы. Как следует из выражения (5.24), она 
представляет собой ядро интегрального оператора эволюции.  

Из соотношения (5.24) следует, что если в начальный момент времени 
t = 0, система находилась в точке 0ξ , т. е. ее волновая функция была равна 

( ) ( )0, 0 ,′ ′ψ ξ = δ ξ − ξ                                           (5.26) 
то 

( ) ( )0, , , ,ψ ξ = ξ ξt G t                                           (5.27) 
т. е. функция Грина имеет смысл амплитуды вероятности найти частицу в мо-
мент времени t в точке с координатами ξ, если в начальный момент t = 0 она 
находилась в точке ξ0 (другими словами, это функция распространения из точ-
ки (t = 0, ξ0) в точку (t, ξ). Формально это следует из того, что, как нетрудно 
убедиться, функция Грина (5.25) по ξ удовлетворяет уравнению Шредингера: 

( ) ( ) ( ), ,
, , ,

′∂ ξ ξ
′= ξ ξ ξ

∂


G t
i H G t

t                                (5.28) 

т. е. является волновой функцией по координатам ξ, с начальным условием 

( ) ( ) ( ) ( ), , 0 ,∗′ ′ ′ξ ξ = ψ ξ ψ ξ = δ ξ − ξ∑ n n
n

G                       (5.29) 

которое обозначает, что в момент t = 0 система находилась в точке с координа-
тами ξ′.  

Таким образом, еще раз убедились, что функция Грина G(ξ, ξ′, t) описыва-
ет распространение системы из точки (0, ξ′) в точку (t, ξ). Заметим, что 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0
,

0 0

, , , ,

, , ,

′′ ′− − −∗ ∗
′ ′

′

−∗

′ ′ ′ ′ ′ξ ξ ξ − ξ ξ =

′ ′ ′= ξ ψ ξ ψ ξ ψ ξ ψ ξ =

= ψ ξ ψ ξ = ξ ξ

∫

∑∫

∑

 



n n

n

i iE t t E t

n n n n
n n

i E t

n n
n

d G t t G t

d e e

e G t

 (5.30) 

т. е. амплитуда вероятности системе перейти из точки (0, ξ0) в точку (t, ξ) может 
быть представлена как произведение амплитуд перехода из точки (0, ξ0) в неко-
торую промежуточную точку (t′, ξ′) и из этой точки в конечную (t, ξ). При этом 
по всем промежуточным точкам в силу их произвольности нужно просуммиро-
вать (проинтегрировать).  

Заметим, что величина средней энергии системы в состоянии ( ),ψ ξ t

( ) ( ), ,∗= ψ ξ ψ ξ ξ =∫E t H t d

( ) ( )( ) ( ) 2

, ,

′− −∗ ∗
′ ′ ′

′ ′

= ψ ξ ψ ξ ξ =∑ ∑∫ 

n n
i E E t

n n n n n n n
n n n n

c c d E e c E  (5.31) 

не зависит от времени, и мы еще раз убеждаемся, что cn есть амплитуда вероят-
ности обнаружить у системы энергию En, т. е. набор величин cn есть волновая 
функция системы в энергетическом представлении. 

5.4. Представление Гейзенберга 

В этом представлении волновые функции не изменяются с течением вре-
мени, а изменяются операторы, соответствующие физическим величинам. 

Обозначим через ( ),ψ ξS t  волновую функцию в представлении Шрединге-

ра, а ( )Hψ ξ  – не зависящую от времени волновую функцию в представлениях 
Гейзенберга. Вспоминая действие оператора эволюции 

( ) ( ) ( ), ,ψ ξ = ψ ξt S t
можем написать 

( ) ( ) ( )1 , .−ψ ξ = ψ ξH SS t t  (5.32) 
При таком преобразовании волновых функций одновременно преобразуются 
операторы по закону 

( ) ( ) ( )1ˆ ˆ .−=H SF t S t F S t   (5.33) 
Таким образом, если в представлении Шредингера операторы не зависели 

от времени, то в представлении Гейзенберга они от него зависят, а волновые 
функции – нет. Поскольку S(0) = S–1(0) = 1, векторы состояний в представлении 
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Гейзенберга и в представлении Шредингера совпадают в момент времени t = 0. 
При t = 0 совпадают также и операторы в обоих представлениях. 

Из ( )ˆ ˆ0 =H SF F  следует, что уравнение ( ) ( ) ( ) ( )1ˆ ˆ 0−=H HF t S t F S t определяет 
изменение за время t оператора в представлении Гейзенберга.  

Таким образом (опустим индекс H), изменение оператора Гейзенберга за 
время ∆t определится уравнением 

( ) ( ) ( ) ( )1ˆ ˆ .F t t S t F t S t−+ ∆ = ∆ ∆                          (5.34) 
Учитывая, что  

( ) ( )1 1 ..., 1 ...,
i iH t H ti iS t e H t S t e H t

∆ − ∆− ∆ = = + ∆ + ∆ = = − ∆ + 

 

     (5.35) 

получим 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ, ..., + ∆ = + ∆ + 


iF t t F t H F t  

откуда следует закон изменения операторов в представлении Гейзенберга с те-
чением времени 

ˆ 1 ˆ , . =  


dF F H
dt i                                              (5.36) 

Изменение оператора F за конечное время τ определяется выражением 

( ) ( )ˆ ˆ .
i iH H

F t e F t e
τ − τ

+ τ =                                     (5.37) 
Таким образом, все операторы, коммутирующие с оператором Гамильтона, 

не меняются с течением времени и в представлении Гейзенберга.  
Поскольку при t = 0 операторы представления Шредингера и операторы 

представления Гейзенберга совпадают, то вид операторов, коммутирующих с 
оператором Н, остается неизменным при переходе от представления Шредин-
гера к представлению Гейзенберга. В частности, это утверждение относится и к 
самому гамильтониану. 

 
5.5. Представление взаимодействия 

 
В квантовой механике часто приходится исследовать системы, состоящие 

из нескольких подсистем, взаимодействующих между собой. В этих случаях 
оператор Гамильтона можно представить в виде суммы двух членов  

0
ˆ,H H V= +                                                (5.38) 

где H0 – оператор Гамильтона без учета взаимодействия частей системы;  
V̂ – оператор их взаимодействия. 

В таких задачах часто для описания изменения состояния системы с тече-
нием времени используется представление взаимодействия. Переход от волно-
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вых функций представления Шредингера ( ),ψ ξS t к волновым функциям пред-

ставления взаимодействия ( )int ,ψ ξ t  осуществляется унитарным оператором 

( ) 0

int .
i H t

S t e=                                              (5.39) 
Следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( )0

int int, , , .ψ ξ = ψ ξ = ψ ξ

i H t

S St S t t e t                 (5.40) 
Подставляя в уравнение Шредингера 

( ) ( ) ( )0

, ˆ ,
∂ψ ξ

= + ψ ξ
∂



S
S

t
i H V t

t                              (5.41) 

функцию 

( ) ( )0

int, , ,
−

ψ ξ = ψ ξ

i H t

S t e t                                  (5.42) 
получаем 

( ) ( ) ( )0 0

int 0 int
ˆ, ,

− −∂
ψ ξ = + ψ ξ

∂
 



i iH t H t
i e t H V e t

t                 (5.43) 

или 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

0 int int 0 int
ˆ, , , .

− − −∂
ψ ξ + ψ ξ = + ψ ξ

∂
  



i i iH t H t H t
H e t i e t H V e t

t     (5.44) 

Умножая слева обе части уравнения (5.44) на 0exp ,i H t 
 
 

 будем иметь 

( ) ( )int int int
ˆ, , ,∂

ψ ξ = ψ ξ
∂
i t V t

t                               (5.45) 

где 

( ) ( )0 0 †
int int int
ˆ ˆ ˆ .

i iH t H t
V e Ve S t VS t

−
= =                          (5.46) 

Таким образом, все операторы в представлении взаимодействия изменяют-
ся с течением времени так, что если F – оператор в представлении Шредингера, 
то оператор в представлении взаимодействия будет иметь вид 

( ) ( )0 0 †
int int int

ˆ ˆ ˆ .
i iH t H t

F e Fe S t FS t
−

= =                          (5.47) 
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Этот закон изменения операторов, как нетрудно убедиться, эквивалентен урав-
нению 

int
int 0

ˆ 1 ˆ , . =  


dF F H
dt i                                      (5.48) 

Представление взаимодействия является промежуточным между представ-
лениями Шредингера и Гейзенберга. Операторы в этом представлении зависят 
от времени, как операторы гейзенберговского представления для системы с 
оператором Гамильтона Н0. 

Изменение же во времени вектора состояния в представлении взаимодей-
ствия обусловлено только оператором взаимодействия (см. равенство (5.45)). 

 
5.6. Закон сохранения импульса 

 
Итак, мы убедились, что закон сохранения энергии есть следствие одно-

родности времени, т. е. инвариантности гамильтониана относительно сдвига во 
времени (выбора начала отсчета времени). 

Аналогично закон сохранения импульса связан с инвариантностью га-
мильтониана по отношению к сдвигам в пространстве (однородность простран-
ства). В этом случае преобразование волновой функции выглядит так: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ
1 1 1 ,S S i i Tδ δ

 ψ = ψ = ψ + δ = + δ ∇ ψ = + δ ψ ≡ + τ ψ 
 

a a
pr r a a r a


 (5.49) 

т. е. оператор импульса является генератором сдвига в пространстве: 
ˆ

,T
iδ

∇
= =a

p


 ˆ .i= − ∇p                                     (5.50) 

Оператор Sa сдвига на конечный вектор a определится как произведение n ма-
лых трансляций на величину a/n при n → ∞: 

( ) ( )
ˆˆ

lim 1 .
→ ∞

 ψ + = ψ = + ψ = ψ 
 





n i

n
S i e

n
ap

a
a pr a r            (5.51) 

Заметим, что оператор Sa не является эрмитовым, он – унитарный опера-
тор. Тем не менее для свободной частицы он коммутирует с гамильтонианом: 
[Sa, H] = 0, потому они имеют совместные собственные функции 

( )λψ = i
E Ae krr                                                  (5.52) 

с собственными значениями 
2 2 / 2 ,E k m=   .ikaeλ =                                      (5.53) 

Импульс тоже коммутирует с H и Sa и имеет в этом состоянии собственное зна-
чение ħk. 
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5.7. Теорема Блоха 
 

Если потенциал периодичен (например, по оси x), т. е. U(x + a) = U(x), то 
это означает, что оператор Гамильтона инвариантен относительно конечного 
сдвига (трансляции) на вектор a (вдоль x), и, следовательно, [Sa, H] = 0. В таком 
поле собственные функции оператора Гамильтона (т. е. функции стационарных 
состояний) могут быть выбраны в виде ( ) ,E xλψ  в котором они одновременно 
являются и собственными функциями оператора сдвига: 

ˆ, .λ λ λ λψ = ψ ψ = λψE E a E EH E S                           (5.54) 

Если потребовать, чтобы функция ( )λψE x  была конечной при x → ± ∞, то 
из соотношения  

  ( ) ( )±
λ λψ ± = λ ψn

E Ex na x                                 (5.55) 
следует |λ| = 1, т. е. λ можно представить в виде 

.iqaeλ =                                                (5.56) 
Величину ħq в этом случае называют квазиимпульсом. Конечно, истинный им-
пульс не сохраняется в периодическом поле, так как [ ]ˆ, 0.≠H p  

Если такое решение переписать в виде 

( ) ( ) ,iqx
E qx e u xλψ =                                    (5.57) 

то из 

( ) ( )λ λψ + = ψiqa
E Ex a e x  

следует 

( ) ( )( ) .+ + =iq x a iqa iqx
q qe u x a e e u x  

Следовательно, функция uq(x) является периодической: uq(x) = uq(x + a). 
Утверждение о том, что в периодическом потенциале (например, в кри-

сталле) волновая функция частицы имеет вид (5.57), где uq(x) – периодическая 
функция с периодом потенциала, является содержанием простейшего одномер-
ного варианта теоремы Блоха (1928) [28]. 

 
5.8. Закон сохранения момента импульса 

 
Аналогично можно показать, что закон сохранения момента импульса (или 

углового момента) – следствие инвариантности гамильтониана относительно 
поворотов (изотропность пространства, т. е. независимость законов природы от 
выбора направления координатных осей). Поворот точки, характеризуемой ра-
диусом-вектором r, например вокруг оси z на малый угол δϕ, приводит к его 
изменению на вектор δr (рис. 5.1), равный по модулю |δr| = r δϕ sin θ и который 
можно представить в виде модуля векторного произведения вектора малого уг-
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ла поворота δϕ (равного по величине углу δϕ и направленного по оси враще-
ния (z) по правилу правого винта) на сам вектор r, т. е. δr = δϕ × r. 
  

 
 

Как следствие, измененная волновая функция в результате такого поворота 
будет иметь вид 

( ) ( ) [ ]( ) ( )
[ ]( ) ( ) ( )

1

1 1 ,
δϕψ = ψ = ψ + = + × ∇ ψ =

= + × ∇ ψ ≡ + τ ψ

R R

i T
n r r r r r

r r

δ δϕ

δϕ         (5.58) 

где T – генератор поворота  
[ ] ˆ

;
× ∇

= =


T
i

r L
                                             (5.59) 

[ ] [ ]ˆ ˆ= − ×∇ = × −iL r r p  оператор момента количества движения. 
Оператор поворота на бесконечно малый угол δϕ вокруг произвольной оси 

n может быть записан как 

( )ˆ
1 .R iδϕ = + δϕn

nL



                                        (5.60) 

Таким образом, генератором бесконечно малого поворота на угол δϕ во-
круг оси n является оператор проекции углового момента на эту ось ( )ˆ .Ln   

Заметим, что если бесконечно малому повороту можно сопоставить акси-
альный вектор δϕ, равный углу поворота и направленный по движению правого 
винта, то поворот на конечный угол вектором не является. Однако оператор по-
ворота на угол ϕ относительно заданной оси n есть унитарный оператор 

ˆexp ,iRϕ
 = ϕ 
 

n Ln


                                     (5.61) 

который представляет собой произведение бесконечного числа операторов ма-
лых поворотов на углы ϕ/n при n → ∞. 

Инвариантность оператора Гамильтона относительно произвольных бес-
конечно малых поворотов выражается коммутацией его с проекцией оператора 
углового момента на произвольное направление оси вращения 

Рис. 5.1. Поворот вектора r на малый 
угол δϕ вокруг оси z. Изменение век-
тора r равно δr = δϕ × r, где δϕ – век-
тор малого угла поворота, равного по 
величине δϕ и направленного вдоль 
оси вращения по правилу правого 
винта 
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( ) ( )ˆ ˆ ,H H=Ln Ln    (5.62) 

где n – единичный вектор, направленный по оси вращения. Отсюда следует, что 
в свободном пространстве и в любом центрально-симметричном поле интегра-
лом движения является проекция момента на произвольное направление. Если 
внешнее поле имеет аксиальную симметрию, то оператор Гамильтона инвари-
антен лишь по отношению к вращению вокруг аксиальной оси симметрии, и 
сохраняется только проекция углового момента на это направление. 

5.9. Повороты осей координат в трехмерном пространстве. 
Генераторы поворота. Перестановочные соотношения 

Связь между оператором проекции углового момента и инфинитоземаль-
ным оператором поворота вокруг этой оси можно использовать для определе-
ния операторов проекций углового момента и перестановочных соотношений 
между ними.  

Рассмотрим повороты декартовой системы координат. Пусть α – угол по-
ворота вокруг оси 3 (ось z; рис. 5.2), тогда в исходной системе для координат 
точки P будем иметь 

( )
( )

0 0 0

0 0 0

0 0

cos cos cos sin sin cos sin ,

sin cos sin sin cos sin cos ,
.

x r r r x y

y r r r x y
z z

′ ′= α + ϕ = ϕ α − ϕ α = α − α

′ ′= α + ϕ = ϕ α + ϕ α = α + α

′=
 (5.63)

Обратное преобразование – это поворот на –α, т. е. 

0 0 0

0 0 0

0 0

cos sin ,
sin cos ,

.

x x y
y x y
z z

′ = α + α
′ = − α + α
′ =

 (5.64) 

Рис. 5.2. Поворот системы координат 
вокруг оси z на угол α. В исходной си-
стеме координат (x, y, z) ≡ (1 , 2, 3) ко-
ординаты точки P есть (x0, y0, z0), в по-
вернутой (штрихованной) – (x0′, y0′, z0′); 
r – длина радиуса вектора r в точку P; 
ϕ – угол между r и осью x′ 
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В матричном виде (5.64) запишется как 

0 0

0 0

0 0

cos sin 0
sin cos 0 .
0 0 1

x x
y y
z z

′ α α    
    ′ = − α α    
    ′    

                        (5.65) 

Таким образом, матрица Rα3, осуществляющая изменение координат век-
тора при повороте базисных векторов вокруг оси z на угол α, равна 

3

cos sin 0
sin cos 0 .
0 0 1

Rα

α α 
 = − α α 
 
 

                                 (5.66) 

Она так же, как и унитарная матрица, сохраняет длину вектора, но в отличие от 
последней является вещественной и называется ортогональной матрицей. Она 
также удовлетворяет условию унитарности 

3

†
3

cos sin 0 cos sin 0 1 0 0
sin cos 0 sin cos 0 0 1 0 1.

0 0 1 0 0 1 0 0 1
RR R

α α

α − α α α    
    = α α − α α = ≡    
    
    

 (5.67) 

Матрицы поворота на угол α вокруг осей 1 и 2 (x и y) получаются анало-
гично. Они имеют вид 

1

1 0 0
0 cos sin ,
0 sin cos

Rα

 
 = α α 
 − α α 

  2

cos 0 sin
0 1 0 .

sin 0 cos
Rα

α − α 
 =  
 α α 

 (5.68) 

Для бесконечно малых поворотов эти операторы можно представить в виде 

0

1 1 ,α
δα

α =

= + δα ≡ + δα
α

i
i i

dRR I
d                              (5.69) 

где операторы Ii, равные 

0

,α

α =

=
α

i
i

dRI
d                                               (5.70) 

представляют собой генераторы поворота вокруг осей 1, 2, 3 с точностью до 
множителя, равного мнимой единице (см. соотношения (5.10)). Соответствую-
щие матрицы получаются из матриц (5.66, 5.68): 

1 2 3

0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 , 0 0 0 , 1 0 0 .
0 1 0 1 0 0 0 0 0

I I I
−     

     = = = −     
     −     

           (5.71) 
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Используя выражения (5.71) и правила перемножения матриц, можно 
найти перестановочные соотношения между этими генераторами поворота, 
например: 

[ ]1 2 3

0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
, 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 .

0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

− −         
         = − = − = −         
         − −         

I I I

 
Как нетрудно убедиться, два других соотношения оказываются такими, что их 
можно получить из этого круговой перестановкой индексов:  

 [ ] [ ] [ ]1 2 3 3 1 2 2 3 1, , , , , .= − = − = −I I I I I I I I I                     (5.72) 
Сравнивая операторы поворота на бесконечно малые углы (5.69) и (5.60), 

видим, что каждому генератору поворота в нашем трехмерном пространстве 
отвечает соответствующий генератор в пространстве волновых функций: 

ˆ
1 1 ,i

i
LI i+ δα → + δα


 

т. е. 
ˆ

,i
i

LI i↔


                                                  (5.73) 

где Li – проекции углового момента на соответствующие оси. Тогда для них 
должны выполняться следующие перестановочные соотношения: 

  1 2 3 3 1 2 2 3 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,     = = =       L L i L L L i L L L i L             (5.74) 

которые совпадают с полученными ранее (4.141) из явного вида оператора мо-
мента количества движения L = [r × p]. Однако определение операторов угло-
вого момента через перестановочные соотношения (5.74) является более об-
щим, поскольку следует из свойств нашего трехмерного пространства, преобра-
зования векторов в котором отображаются в преобразованиях волновых функ-
ций в гильбертовом пространстве. В частности, как мы увидим далее, такое 
определение позволяет также описать и внутренний момент количества движе-
ния частицы – спин, который может принимать целые и полуцелые значения, в 
отличие от орбитального момента [r × p], который принимает только целые 
значения. Спин – понятие существенно квантовое, в классической физике его 
не существует. 

 
5.10. Дискретные преобразования 

 
Рассмотренные выше преобразования сдвигов и поворотов в пространстве 

относятся к классу непрерывных преобразований, так как они могут осуществ-
ляться путем многократного повторения бесконечно малых преобразований. 
Инвариантность оператора Гамильтона по отношению к этим преобразованиям 
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приводит к законам сохранения импульса и углового момента, которые соот-
ветствуют законам сохранения классической механики. Наряду с непрерывны-
ми преобразованиями условия симметрии могут выполняться для дискретных 
преобразований (например, трансляционная инвариантность кристалла), кото-
рые не сводятся к бесконечно малым или совсем не имеют количественной ме-
ры, как, например, зеркальное отражение (см. ниже).  

В классической механике инвариантность по отношению к таким преобра-
зованиям не приводит к законам сохранения. В квантовой же механике отсут-
ствует принципиальное различие между непрерывными и дискретными преоб-
разованиями, поэтому в квантовой механике законы сохранения следуют и из 
инвариантности по отношению к дискретным преобразованиям. Поэтому в 
квантовой механике свойства симметрии гамильтониана играют важную роль,  
в частности, они позволяют существенно упрощать выбор гамильтонианов для 
описания физических систем. 

Для примера рассмотрим частицу, обладающую импульсом p, спином S  
и моментом импульса L, и попытаемся для ее описания найти наиболее общий 
вид гамильтониана, который, кроме кинетической энергии p2/2M, содержит еще 
и члены, линейные по p, S и L.  

Инвариантность по отношению к поворотам (изотропность пространства) 
ограничивает возможные комбинации из этих векторов скалярами. Их шесть: 

( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ], , , , , .× × ×pL pS LS p S L S p L L p S          (5.75) 
Если добавить требование инвариантности относительно изменения дви-

жения на противоположное (т. е. знака времени), останутся только первые три 
члена, поскольку последние три меняют знак при таком обращении движения. 
Требование, чтобы гамильтониан не менялся при инверсии пространственных 
координат (при изменении знака всех трех координат), оставляет только один 
член (LS), так как остальные при этом изменяют знак. В результате простейшее 
добавочное взаимодействие, связанное с наличием спина у частицы, будет 
иметь вид 

( ).H = β LS                                               (5.76) 
Это известное спин-орбитальное взаимодействие, играющее важную роль как в 
атомной, так и в ядерной физике.  

 
5.11. Инвариантность относительно инверсии координат  

(зеркальная симметрия) 
 

Преобразования обращения движения и инверсии координат относятся к 
так называемым дискретным преобразованиям. В отличие от сдвигов и поворо-
тов они не могут быть получены непрерывным образом из тождественного пре-
образования, т. е. не существует соответствующих бесконечно малых (инфини-
тоземальных) преобразований.  
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Заметим сначала, что инверсия пространственных координат (переход к 
новым координатам x' =− x, y' = −y, z' = −z) эквивалентна изменению знака од-
ной из координат (т. е. зеркальному отражению относительно плоскости, ей 
перпендикулярной) и повороту на 180° относительно этой оси (рис. 5.3). По-
этому инвариантность относительно инверсии координат эквивалентна инвари-
антности относительно зеркального отражения в силу изотропности простран-
ства (т. е. инвариантности относительно поворота на любой угол).  

 

 
 

Под инвариантностью относительно какого-либо преобразования понима-
ют следующее: если в природе (т. е. нашем мире) существует некоторое явле-
ние (или процесс), то точно так же должен существовать и его двойник из «зер-
кального» мира − явление, к которому мы придем в результате преобразования.  

Точно так же инвариантность законов природы относительно простран-
ственной инверсии (P-инвариантность; см. рис. 5.3) означает, что если мы име-
ем некоторый существующий физический процесс или свойство реального объ-
екта, то в результате зеркального отражения мы придем также к существующе-
му процессу или свойству реального объекта. Причем обе реальности – перво-
начальная и зеркальная – должны быть равновероятны, т. е. одинаково часто 
встречаться в природе. 

Например, рассмотрим движение свободной частицы со спином (электро-
на, нейтрона или γ-кванта). Направление спина частицы определяется осью ее 
вращения и правилом буравчика, т. е. если перед нами вращается частица по 
часовой стрелке, то ее спин направлен от нас. Пусть спин частицы параллелен 
направлению движения (как у правого винта, рис. 5.4). Зеркальное отражение (в 
плоскости, перпендикулярной импульсу) преобразует направление движения 
частицы на обратное и никак не изменяет направление вращения – ориентацию 
спина (когда мы идем навстречу зеркалу, наш зеркальный двойник идет нам 
навстречу, т. е. импульс в зеркале меняет знак, а направление вращения остает-
ся неизменным). Частица в зеркале движется в противоположную сторону, а 
вращается в первоначальном направлении, т. е. правый винт в зеркале превра-
щается в левый. Правовинтовая частица в результате зеркального отражения 
превращается в левовинтовую. Такие зеркальные частицы также существуют в 
природе, причем «левые» и «правые» электроны, нейтроны, γ-кванты и боль-
шинство других частиц встречаются одинаково часто. Следовательно, указан-
ные процессы распространения частиц являются P-инвариантными, и, более то-
го, поскольку мы знаем, что электромагнитные взаимодействия между заря-

Рис. 5.3. Инверсия координат (изме-
нение знаков всех координат) (спра-
ва) эквивалентна изменению знака 
одной координаты (зеркальному от-
ражению в перпендикулярной плос-
кости) и затем повороту на 180° во-
круг этой оси 



110 
 

женными частицами осуществляются посредством обмена фотонами, то приве-
денный пример есть указание на то, что любые электромагнитные процессы 
инвариантны относительно зеркального отражения.  
  

 
 

Примером зеркально-неинвариантного процесса служит распространение 
нейтрино. В нашем мире, насколько мы знаем сегодня, не встречается нейтри-
но, спин которого параллелен импульсу: они всегда антипараллельны (как го-
ворят, спиральность нейтрино – проекция спина на импульс – отрицательна). 
Нейтрино рождаются в слабых взаимодействиях (ответственных, например, за 
β-распад ядер), поэтому можно считать, что слабые взаимодействия устроены 
так, что в отличие от электромагнитных они различают, где право, а где лево, 
т. е. нарушают зеркальную симметрию. 

Впервые гипотезу о нарушении Р-инвариантности в слабом взаимодей-
ствии выдвинули Ч. Ли и Ч. Янг [29] в 1956 г. на основе анализа так называе-
мой (τ – θ)-проблемы, которая состояла в том, что частицы с совпадающими 
массами и временами жизни τ+ и θ+ распадались на три и два π-мезона соответ-
ственно. Эти конечные состояния имеют различную четность (см. далее). Ли и 
Янг предположили, что τ+ и θ+ – это одна и та же частица (позже ее назвали K+-
мезоном), но слабое взаимодействие, которым обусловлен ее распад, не сохра-
няет четность. В 1957 г. Чжэндао Ли и Чжэньнин Янг были удостоены Нобе-
левской премии по физике «за теоретическое предсказание несохранения чет-
ности в слабых взаимодействиях».  

Экспериментальное доказательство нарушения зеркальной инвариантно-
сти было получено в 1957 г. группой Ц. Ву [30], которая осуществила экспери-
мент, предложенный в работе [29], по β-распаду поляризованных ядер 60Co 
(60Co → 60Ni + e− + ν̃). Оказалось, что электроны предпочитают вылетать против 
направления спина ядра (рис. 5.5).  

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.4. Зеркально-инвариантные про-
цессы распространения нейтрона (n), 
протона (p) и фотона (γ) со спинами S, 
параллельными либо антипараллельны-
ми импульсу p. Процесс распростране-
ния нейтрино (ν) нарушает зеркальную 
инвариантность, поскольку нейтрино со 
спином, параллельным импульсу, не 
существует 
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Математически выражение для вероятности распада, отражающее эту 
асимметрию, можно записать так: 

( )0 1 .SP N eW W a= +  S p   (5.77) 

Здесь P-нечетная добавка (Sp) (которую мы отбросили в (5.75)) как раз и дает 
нужную право-левую асимметрию. Степень асимметрии (т. е. степень наруше-
ния P-инвариантности) определяется корреляционным коэффициентом aSP. 

Однако нарушенную симметрию можно восстановить. Давайте вместе с 
пространственным отражением (P) произведем операцию замены частиц на ан-
тичастицы – зарядовое сопряжение (C). Тогда нейтрино перейдет в антиней-
трино, а антинейтрино имеет противоположную спиральность (оно правовин-
товое), и, следовательно, относительно операции CP-симметрия восстанавлива-
ется. В этом случае для β-распада мы получим следующую картинку (рис. 5.6). 

То есть, добавив к зеркальному отражению операцию зарядового сопряже-
ния, мы приходим опять к возможному процессу в нашем мире (с античастица-
ми).  

Таким образом, β-распад был бы изотропен, если бы наш мир состоял из 
одинаковой смеси ядер и антиядер и мы не умели различать частицы и антича-
стицы.  

Гипотезу о такой зарядово-зеркальной симметрии (или о сохранении ком-
бинированной четности) выдвинули Ли, Янг [31] и независимо Л. Д. Ландау 
(будущий лауреат Нобелевской премии 1962 г.) [32] в 1957 г. Однако и эта 
симметрия устояла недолго. В 1964 г. было наблюдено [33] нарушение CP-
инвариантности в распадах K0

2 → 2π0, K0
2 → π+π−, которые запрещены CP-

инвариантностью. Авторы этой работы Дж. Кронин и В. Фитч также были удо-
стоены Нобелевской премии в 1980 г. 

Рис. 5.5. Зеркально-неинвариант- 
ный β-распад 60Co. Процесс, кото-
рый изображен справа, оказался 
более вероятным, чем изображен-
ный слева. При наличии зеркаль-
ной симметрии они были бы рав-
новероятными, электроны вылета-
ли бы изотропно  

Рис. 5.6. СР-инвариантный β-рас- 
пад. Процесс распада 60Co, наблю-
даемый в зеркале, – это процесс 
распада антикобальта, реально 
происходящий в антимире 
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5.12. Четность и P-инвариантность 

Сформулируем понятие P-инвариантности математически. Пусть имеется 
объект, состояние которого описывается волновой функцией ψ, удовлетворяю-
щей уравнению Шредингера  

.i H
t

∂ψ
= ψ

∂


Оператор инверсии координат обозначим P, так что 

 .P Pψ = ψ                                                    (5.78) 
Применим его к уравнению Шредингера 

1 .Pi PHP P
t

−∂ ψ
= ψ

∂


Таким образом, опять получаем, что преобразованная функция также удо-
влетворяет уравнению Шредингера, но с другим гамильтонианом: 

1, .
P

P P Pi H H PHP
t

−∂ψ
= ψ =

∂
                              (5.79)

Требование инвариантности законов природы относительно операции P 
означает равенство 

[ ]1 или    , 0.−= = − = =PH H PHP HP PH H P   (5.80) 

В этом случае функция ψP также будет описывать возможное состояние той же 
системы или объекта. С другой стороны, равенство коммутатора нулю озна-
чает, что среднее 〈P〉 сохраняется во времени. Поэтому особый интерес пред-
ставляют собственные значения оператора P 

.P u p u=

Они сразу определяются, если потребовать, чтобы |u〉 была однозначной функ-
цией координат, тогда P2|u〉 = p2|u〉 = |u〉 и p = ±1. Таким образом, оператор ин-
версии координат P оказывается одновременно и унитарным, и эрмитовым. 

Состояния |u+〉, удовлетворяющие соотношению 

,P u u+ +=     (5.81) 

называются состояниями положительной четности. Состояния |u−〉, удовле-
творяющие 

,P u u− −= −   (5.82) 
называются состояниями отрицательной четности. 

Важным следствием P-инвариантности является то, что собственные со-
стояния P-инвариантного гамильтониана H, соответствующие невырожденным 
собственным значениям E, являются также и собственными состояниями опе-
ратора P, т. е. имеют определенную четность. Это является обобщением пунк-
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та 3.1.3 для одномерной задачи о том, что волновые функции дискретных уров-
ней четного гамильтониана (т. е. инвариантного относительно замены x 
на –x) имеют определенную четность и частным случаем теоремы о собствен-
ных функциях полного набора коммутирующих операторов. 

Все наблюдаемые величины можно разделить на четные и нечетные в за-
висимости от того, меняют или нет знак при инверсии координат операторы, 
соответствующие этим величинам:  

( ) ( ) ( ) ( )1 1, .PA P A PA P A− −+ = + − = − −   (5.83) 
Теорема. В состоянии с определенной четностью среднее значение любой 

P-нечетной величины равно нулю. Действительно, с одной стороны,  

,A u A u± ±=       (5.84) 
а с другой – 

( )1 1 † ,A u P PAP P u u P A P u A− −
± ± ± ±≡ = − = −  (5.85) 

т. е. наблюдаемое значение 〈A〉 = 0. 
Для среднего P-нечетной величины в состоянии, которое есть комбинация 

состояний с противоположной четностью, будем иметь 

( )

2Re .

u u A u u u A u u A u

u A u

∗ ∗
+ − + − + − − +

∗
+ −

α + β − α + β = α β + β α =

= α β  (5.86) 

Эта величина отлична от нуля только в случае, когда имеется смесь состояний 
противоположной четности, т. е. когда P-инвариантность нарушена, так что 
четность не сохраняется и, соответственно, не является квантовым числом.  

Если считать, что электрический заряд Q – скаляр, т. е. P-четная величина, 
то отсюда следует, что магнитный заряд, электрический дипольный момент, 
магнитный квадрупольный момент являются P-нечетными, так что при нали-
чии P-инвариантности в природе у любого объекта в основном состоянии, 
в частности у элементарных частиц, они должны отсутствовать. В то же время 
магнитный момент, электрический квадрупольный момент P-четны, и поэтому 
они имеются, например, у ядер и элементарных частиц.  

Однако после обнаружения несохранения P-четности все оказалось слож-
нее. Наличие асимметрии в β-распаде как раз и означает неравенство нулю P-
нечетной величины 〈cos θ〉 ~ σp (т. е. среднего косинуса угла вылета), которая и 
определяется величиной aSP. Именно слабые взаимодействия и нарушают P-
четность. Наличие же такой P-нечетной асимметрии в распадах и других ядер-
ных реакциях позволяет обнаруживать очень малый вклад слабых взаимодей-
ствий, например, в структуру и свойства ядер или атомов, которые определяют-
ся подавляющим образом P-инвариантными сильными и электромагнитными 
взаимодействиями.  

Поиск свойств элементарных частиц (например, электрического дипольно-
го момента), запрещенных дискретными, такими как P- или CP-симметриями, 



является одним из наиболее важных направлений современной физики низких 
энергий, включая нейтронные исследования. Подобного рода эксперименты от-
крывают новые возможности более детального исследования как свойств уже 
известных взаимодействий, так и выявления наличия других, еще неизвестных 
взаимодействий или частиц.  

Дополнительная литература 
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Глава 6. Переход от квантовой механики к классической. 
Квазиклассическое приближение 

 
Наиболее просто условия предельного перехода от квантовой механики к 

классической можно исследовать, представив волновую функцию в виде 

( ) ( ),
, .ψ = 

i S t
t e

r
r                                            (6.1) 

Подставив ее в уравнение Шредингера 

( )
2

2 ,
2

i U
t m

∂ψ
= − ∇ ψ + ψ

∂
r

                                (6.2) 

получим 

( ) ( ) ( )
2

2,
.

2 2
∂ ∇

− = + − ∇
∂



S t S iU S
t m m
r

r                         (6.3) 

Для свободной частицы, т. е. при U(r) = 0, как мы видели, 

( ), ,= −S t Etr pr                                               (6.4) 
и уравнение для S дает просто связь между энергией и импульсом частицы: 

2

,
2

E
m

=
p

                                                      (6.5) 

где 

, .SE S
t

∂
= − = ∇

∂
p                                          (6.6) 

В присутствии силового поля, если отбросить последнее слагаемое в пра-
вой части точного квантово-механического уравнения (6.3) для S, получилось 
бы известное из классической механики уравнение Гамильтона – Якоби для 
функции действия S(r, t): 

( ) ( ) ( )
2

0 0,
.

2
∂ ∇

− = +
∂

S t S
U

t m
r

r                                 (6.7) 
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6.1. Отступление о принципе наименьшего действия 
в классической механике 

Вещественная функции действия определяется через функцию Лагранжа L 
с помощью интеграла: 

( ) ( )
0

0 , , , .′ ′= ∫ 

t

t

S t L t dtr r r  (6.8) 

Траектория движения частицы в классической механике нормальна к поверхно-
сти равных значений функции действия S0. Это непосредственно видно из того, 
что импульс частицы определяется градиентом функции действия: 

0 0grad .S S= ∇ ≡p  (6.9) 
Сама же траектория движения частицы из точки r(t0) в точку r(t) определяется 
уравнениями движения, которые следуют из принципа наименьшего действия, 
который гласит, что частица движется из точки r(t0) в точку r(t) таким образом, 
чтобы интеграл (6.8) имел наименьшее возможное значение, т. е. 0 0δ =S  или 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

0 0

, , , ,
, ,

, , , ,

, , , ,
0.

′ ′∂ ∂ 
′ ′ ′δ = δ + δ = ∂ ∂ 

′ ′∂ ∂ 
′= δ + δ = ∂ ∂ 

′ ′∂ ∂ ∂ ′= δ − − δ = ′ ∂ ∂ 

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

 



 



 

 

t t

t t

t t

t t

t t

t t

L t L t
L t dt dt

L t L t
d dt

L t L tL d dt
d dt

r r r r
r r r r

r r

r r r r
r r

r r

r r r r
r r

r r r

 (6.10) 

Учитывая, что начальная и конечная точки заданы, т. е. δr(t0) = δr(t) = 0, 
получаем уравнения движения (уравнения Лагранжа) 

( ) ( ), , , ,
.

∂ ∂
−

∂ ∂

 



L t L td
dt

r r r r
r r   (6.11) 

Определив функцию Лагранжа как разность кинетической и потенциальной 
энергии: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

, ,
2

= − = −


 

mL T U Urr r r r r  (6.12) 

получаем уравнения Ньютона 

( ) ,UU ∂
= −∇ ≡ −

∂
p r

r
     (6.13) 
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где по определению 

.L m∂
= =
∂

p r
r





  (6.14) 

Функция Гамильтона определяется как 

( ) ( ) ( )
2 2

, .
2 2

= − = − + = + H L U U
m m

p pp r pr pr r r    (6.15) 

Уравнения 

( ) ( ) ( ), ,
,

∂ ∂ ∂
= = − = −

∂ ∂ ∂
 

H H Up r p r r
r p

p r r  (6.16) 

носят название уравнений Гамильтона. Как видим, в квантовой механике опе-
ратор, соответствующий функции Гамильтона, и есть оператор Гамильтона. 

6.2. Условия перехода квантовой механики в классическую 

Возвращаясь к точному квантовому уравнению (6.3) для действия S(r, t): 

( ) ( ) ( )
2

2,
,

2 2
∂ ∇

− = + − ∇
∂



S t S iU S
t m m
r

r

видим, что переход от квантового уравнения к классическому соответствует 
формальному переходу к пределу ħ → 0. Поскольку ħ – величина постоянная, 
то такой предельный переход следует понимать так, что члены, содержащие ħ, 
малы по сравнению с остальными членами уравнения.  

Для упрощения рассмотрим стационарные состояния. В них энергия си-
стемы имеет определенное значение, и зависимость волновой функции от вре-
мени будет целиком определяться этим значением: 

( ) ( ), .
−

ψ = ψ 

i Et
t er r

Поэтому для стационарных состояний функцию S(r, t) можно представить в ви-
де 

( ) ( ), .= σ −S t Etr r    (6.17) 

При этом уравнение для функции S(r, t) переходит в уравнение для σ(r): 

( ) ( )
2

2 0.
2 2

iU E
m m

∇σ
+ − − ∇ σ =r 

    (6.18) 

Переход от квантовой механики к классической состоит в замене этого 
уравнения уравнением классической механики 

( ) ( )
2

0 0.
2

U E
m

∇σ
+ − =r   (6.19) 
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Такая замена функции σ на σ0, зависящей только от координат и связанной 
с импульсом p частицы соотношением 0 ,= ∇σp  возможна, только если  

( )2 2
0 0 .∇σ >> ∇ σ      (6.20) 

Это неравенство можно рассматривать как условие, при котором квантовая 
механика переходит в классическую. Его тождественно можно переписать как 

2 div .p >> p          (6.21) 
В частном случае одномерного движения оно преобразуется к виду 

2 ,dpp
dx

>>   или 2 1,dp
p dx

<<


 (6.22) 

или с учетом того, что 2 / ,p = π λ

.
2

d
dx

λ λ
λ >>

π      (6.23) 

Условие (6.23) означает, что изменение длины волны на расстоянии λ/2π 
должно быть значительно меньше самой длины волны. Если обозначить бук-
вой а характерные размеры системы, то / ~ / ,d dx aλ λ  и неравенство (6.23) 
переходит в λ a  или 1.ka  

Дифференцируя 

( )2 ,p m E U= −
имеем 

( )
1 2 ,
2 2

dp m dU m dU
dx dx p dxm E U

= =
−

так что условию (6.22) можно придать форму 

3 .dUp m
dx

>>    (6.24) 

Таким образом, классическое рассмотрение квантово-механических систем 
приближенно оправдывается при движении частиц с большими импульсами в 
потенциальном поле с малыми градиентами (т. е. в плавно меняющихся полях). 

В этом случае можно развить приближенный метод решения квантовых 
задач, основанный на введении поправок в классическое описание. Этот метод 
получил название квазиклассического приближения, или метода фазовых ин-
тегралов. Иногда этот метод называют приближением Вентцеля – Крамерса – 
Бриллюэна (метод ВКБ). 
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6.3. Квазиклассическое приближение 
 

Итак, волновая функция стационарного состояния представляется в виде 

( ) ( )
.

i

e
σ

ψ =
r

r                                              (6.25) 

Учитывая равенство ( ) 22 ,m U E p− = −  r  уравнение (6.18) для фазы σ(r) пере-
пишем как 

( )2 2 2 0.p i∇σ − − ∇ σ =                                   (6.26) 
Будем искать его решение в виде формального разложения по постоянной 
Планка, считая ее малой величиной (поскольку переходу к классическому пре-
делу отвечает ħ → 0): 

2

0 1 2 ... . σ = σ + σ + σ + 
 i i

 

                            (6.27) 

Если условия квазиклассичности выполняются, то последующие члены в 
этом ряду значительно меньше предыдущих, и их число можно ограничить. 

Подставляя разложение (6.27) в уравнение (6.26) и приравнивая коэффици-
енты, стоящие при одинаковых степенях ħ, получаем систему связанных урав-
нений 

( )
( )

2 2 2
0 0 1 0

2 2
1 1 0 2

0, 2 0,

2 ...

∇σ − = ∇σ ∇σ +∇ σ =

∇σ +∇ σ + ∇σ ∇σ

p
                   (6.28) 

Из первого уравнения определяется σ0, затем из второго уравнения – σ1 и 
т. д. Обычно ограничиваются учетом σ0 и σ1.  

Для иллюстрации рассмотрим одномерный случай. Тогда  

 

( ) ( )

( )

2 2 0
0 1

0
2

1 1
2

0

0, 2 ,

2 ...

′′σ′ ′σ − = σ = −
′σ

′ ′′σ + σ
′σ = −

′σ

p x

                           (6.29) 

Таким образом, последовательные приближения для производных 1 2, ...′ ′σ σ  
получаются из нулевого приближения 0′σ  простым дифференцированием. 

Из первого уравнения имеем 

( ) [ ] ( )0 2 ( ) .p x m E U x k x′σ = ± = ± − = ±                     (6.30) 
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Из второго –  

0
1 0

0

1 1 ln ln ,
2 2

′′σ′ ′σ = − = − σ = −
′σ

d d p
dx dx                           (6.31) 

так что 

1 ln ln ln ,Cp C
p

σ = − + =                                     (6.32) 

где C – произвольная константа. 
Интегрируя (6.30), определяем σ0: 

( ) ( ) ( ) ( )0 2 .
x x x

a a a

x p x dx k x dx m E U x dxσ = ± ≡ ± = ± −  ∫ ∫ ∫          (6.33) 

Подставляя σ0 + σ1 в выражение (6.25) для волновой функции, будем иметь 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 0 1 1 2

1 2 .+ −
′ ′ ′ ′−σ + σ σ + σ       ∫ ∫

ψ = + = + 

x x

a a

i i i k x dx i k x dxx x x x C Cx C e C e e e
p p  (6.34) 

Область, где E > U(x), называется классически допустимой (или доступной) об-
ластью движения. В этой области k(x) – вещественная функция и ħk(x) – им-
пульс частицы, зависящий от координат. В этой области волновую функцию 
можно всегда записать в виде волновой функции, зависящей от двух постоян-
ных: 

( ) ( )cos ,
x

a

Ax k x dx
p

 
′ ′ψ = +α 

 
∫                           (6.35) 

где A определяет амплитуду; α – начальную фазу волновой функции.  
Заметим, что в классической механике плотность вероятности найти ча-

стицу на отрезке dx определяется отношением времени пребывания dt частицы 
на этом отрезке к полному периоду T ее движения, т. е. обратно пропорцио-
нальна скорости частицы: 

( )
класс 1 1 .∝ ∝

dW dt
dx T dx xv                                 (6.36) 

Это обстоятельство и отражено в полной амплитуде /A p  волновой функции. 
Значения xi, при которых E = U(xi), называются точками поворота. Они 

соответствуют тем точкам пространства, в которых классическая частица оста-
навливается, p(xi) = 0, а затем движется обратно. Волновая функция в области 
точек поворота становится бесконечной. Эта расходимость связана с тем, что 
при малых значениях импульса квазиклассическое приближение становится 
неприменимым.  
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Пусть х0 – точка поворота. Определим расстояние |х – х0|, на котором еще 
можно пользоваться квазиклассическим приближением. Разлагая потенциаль-
ную энергию U(x) вблизи х = х0 в ряд, для p2 можно написать: 

 ( ) ( )2
0 02 2 2 ,dUp x m E U x m x x m F x x

dx
= − ≈ − = −            (6.37) 

где F= –dU/dx – сила, действующая на частицу. 
Вспоминая условие (6.24) применимости квазиклассики 

3 >> = 

dUp m m F
dx                                  (6.38) 

и умножая соотношение (6.37) на p, будем иметь 

02 − >> 
dU dUmp x x m
dx dx  

или 

0 ,
2 4

x x
p

λ
− >> =

π


                                       (6.39) 

где λ – длина волны, соответствующая значению импульса в точке х. С другой 
стороны, поскольку из выражения (6.38) следует  

( )1/3
1 1 ,
p m F
<<



                                         (6.40) 

то из соотношения (6.39) также вытекает и 
1/3

2

0
1 .
2

x x
m F

 
− >>   

 



                                    (6.41) 

Область, где E < U(x), называется классически недоступной областью 
движения (кинетическая энергия отрицательна). В этой области волновой век-
тор k(x) принимает мнимые значения.  

Положив 

( ) ( ) ( ) ( )1, 2 ,k x i x x m U x E= κ κ = −  


                  (6.42) 

волновую функцию (6.34) в этой области можно переписать таким образом: 

( )
( ) ( )

1 2 .

x x

a a

x dx x dxC Cx e e
p p

′ ′ ′ ′− κ κ∫ ∫
ψ = +                             (6.43) 

Первое слагаемое здесь (при x > a) экспоненциально убывает с ростом х,  
а второе – экспоненциально возрастает. Практическое использование этих ква-
зиклассических функций возможно лишь в том случае, когда известна связь ос-
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циллирующего решения (6.35) с экспоненциальным (6.43) при переходе через 
точки поворота. В малом интервале [а, b], охватывающем точку поворота, с 
протяженностью lq (см. соотношение (6.41)), равной 

1/3 1/32

,q
dUl

m dx

− 
 
 



   (6.44) 

нельзя пользоваться квазиклассическим приближением и необходимо решить 
точное одномерное уравнение Шредингера.  

Связь между осциллирующим и экспоненциальным решениями находится 
из условий непрерывности перехода экспоненциального решения в точное при 
х = а и точного решения в осциллирующее при х = b (на рис 6.1 этому отвечает 
левая точка поворота).  

Заметим, что из формулы (6.44) следует 

 

12 2
3 2 2

2 2 ,q c F
dUl mc L

m dx m c F

− 
≡ = 

 

 

      (6.45) 

где LF – длина, на которой работа силы F равна FLF = mc2, что позволяет оце-
нить масштаб величины lq. 

6.4. Правила квантования Бора – Зоммерфельда 

Рассмотрим финитное движение частицы с энергией E (см. рис. 6.1). По-
тенциальная энергия U(x) имеет минимум, так что при любой энергии Е > Umin 
имеются только две точки поворота, определяемые условием U(x1) = U(x2) = Е. 

Около точки поворота x1 выделим область [a1, b1], а около точки поворо-
та x2 – область [b2, a2], где неприменимо квазиклассическое приближение. 
В областях I, II и III можно использовать функции квазиклассичеcкого прибли-
жения. Экспоненциально убывающие в областях I, III функции при удалении от 
точек поворота будут иметь вид  

( )
( )

1

1
I 1, ;

′ ′− κ∫
ψ = ≤

x

x

x dxCx e x a
p

( )
( )

22
III 2, .

′ ′− κ∫
ψ = ≥

x

x

x dxCx e x a
p  (6.46) 

Рис. 6.1. Финитное движение частицы в 
потенциальной яме. Область (x1, x2) явля-
ется классически доступной. В областях 
вблизи точек поворота (a1, b1) и (b2, a2) 
необходимо точно решать уравнение 
Шредингера 
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Осциллирующее решение с двумя произвольными постоянными запишется в 
виде 

( ) ( )
1

II 1 2cos , .
 

′ ′ψ = +α ≤ ≤ 
  
∫
x

x

Ax k x dx b x b
p               (6.47) 

В областях [a1, b1] и [b2, a2] квазиклассическое приближение неприменимо, 
и надо решать уравнение Шредингера, которое можно записать в виде  

( )
2

2 2
2 2

20, .d mk k E U x
dx
ψ
+ ψ = = −  



                      (6.48) 

Разложив в малом интервале [a1, b1] значений x вблизи x1 потенциальную энер-
гию в ряд по x – x1 и сохранив только два первых члена, получаем  

( ) ( )
1

1 , 0.
=

 = − ⋅ − = > 
 x x

dUU x E F x x F
dx                  (6.49) 

В результате равенство (6.48) превращается в уравнение Шредингера для 
частицы в однородном силовом поле (в котором на частицу действует постоян-
ная сила F): 

( ) ( )
2 2

1 12 0.
2

d F x x x x
m dx

ψ
+ ⋅ − ψ − =



                          (6.50) 

 
6.4.1. Частица в однородном поле. Импульсное представление 

 
Потенциальная энергия частицы в однородном поле равна V = – Fх, где F – 

постоянная сила, действующая на частицу. Так выражается, в частности, по-
тенциальная энергия заряженной частицы в однородном электрическом поле 
или, например, нейтрона в гравитационном поле Земли. Уравнение Шредингера 
с такой потенциальной энергией интересно и важно также тем, что его реше-
ние, как мы убедились выше, можно использовать для связи асимптотик волно-
вых функций в классически разрешенной и запрещенной областях. Будем счи-
тать для определенности, что F > 0, поскольку вариант F < 0 сводится к тому же 
случаю F > 0 заменой х → –х.  

Уравнение Шредингера для этой задачи удобнее решать в импульсном 
представлении. Проведем преобразование операторов в это представление ана-
логично тому, как это делалось в главе 4, только с учетом того, что спектр опе-
ратора импульса во всем пространстве является непрерывным.  

Рассмотрим действие оператора F̂  на состояние |a〉 в координатном пред-
ставлении ξ, т. е. 

 ˆ .b F aξ = ξ                                           (6.51) 
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Здесь через ξ мы обозначили набор всевозможных координат, характеризую-
щих состояние. Определим вид оператора F̂  в р-представлении.  

Для этой цели разложим функции координатного представления по соб-
ственным функциям оператора импульса в координатном представлении :pξ  

,b dp p p bξ = ξ∫   .a dp p p aξ = ξ∫  (6.52) 

Тогда действие оператора (6.51) запишется как 
ˆ .dp p p b dp F p p aξ = ξ∫ ∫   (6.53) 

Умножив обе части уравнения на сопряженную функцию p′ ξ  и интегрируя 
по dξ, получаем 

ˆ .d dp p p p b d dp p F p p a′ ′ξ ξ ξ = ξ ξ ξ∫ ∫ ∫ ∫  (6.54) 

В результате, учитывая 

( ) ,d p p p p p p′ ′ ′ξ ξ ξ = = δ −∫    (6.55) 

поскольку, как мы отмечали, в случае непрерывного спектра δ-символы Кроне-
кера заменяются δ-функциями (см. соотношения (4.31, 4.70)), будем иметь 

ˆ .p b dp p F p p a′ ′= ∫    (6.56) 

Здесь 
ˆ ˆp F p d p F p′ ′= ξ ξ ξ∫  (6.57) 

представляет собой ядро интегрального оператора, или матричный элемент, 
между состояниями непрерывного спектра, т. е. матрицу ˆp F p′  операто-

ра ˆ ,F  номера строк и столбцов которой пробегают непрерывный ряд значений.
Хотя индексы р' и р изменяются непрерывно, тем не менее из формальных со-
ображений удобно рассматривать все ˆp F p′  как матрицу бесконечного ран-
га, число строк и столбцов которой может быть бесконечно. 

Для иллюстрации рассмотрим одномерное движение вдоль оси х. Тогда в 
координатном представлении оператор импульса 

ˆ .dp i
dx

= −   (6.58а) 

В импульсном представлении оператор изображается непрерывной матрицей с 
элементами 

( )ˆ ˆ ,p p p dx p x p x p p p p′ ′ ′= = δ −∫  (6.58б) 



125

т. е. диагональной непрерывной матрицей. Таким образом, действие оператора 
импульса в импульсном представлении, 

ˆ ˆ′ ′ ′ ′ ′= = =∫p b p p a dp p p p p a p p a  (6.59) 

сводится к умножению функций на значение импульса. Этот результат легко 
обобщается на трехмерный случай – достаточно заменить р вектором.  

Определим также вид оператора координаты в импульсном представлении. 
Пользуясь общим выражением, имеем 

ˆ .p x p dx p x x x p′ ′= ∫    (6.60) 

Учитывая явный вид собственных функций оператора импульса в координат-
ном представлении 

,
i px

x p Ae= 

легко убедиться, что умножение на х этой функции сводится к преобразованию 

.x x p i x p
p
∂

= −
∂
       (6.61) 

Поэтому матричный элемент оператора x̂  равен 

( )ˆ .p x p i dx p x x p i p p
p p
∂ ∂′ ′ ′= − = − δ −
∂ ∂∫   (6.62) 

Таким образом, действие оператора координаты в импульсном представ-
лении – 

( )ˆ ˆ ,p b x p a dp p x p p a i dp p a p p
p
∂′ ′ ′ ′= = = − δ −
∂∫ ∫

или после интегрирования по частям находим, что 

ˆ .p b x p a i p a
p
∂′ ′ ′= =
′∂

    (6.63) 

Следовательно, в импульсном представлении оператор координаты равен 

ˆ .x i
p
∂

=
′∂

        (6.64) 

Можно убедиться, что перестановочное соотношение [ ]ˆ ˆ, = xx p i  выполняется 
как в координатном, так и в импульсном представлениях. 

Возвращаемся к однородному полю. Уравнение Шредингера в координат-
ном представлении имеет вид 

( ) ( )
2 2

1 12 0.
2

d F x x x x
m dx

ψ
+ ⋅ − ψ − =



 (6.65) 
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Подставляя в равенство (6.65) волновую функцию координатного представле-
ния в виде 

( ) ( ) ( )1

1 ,
−

ψ − = ϕ∫ 

i p x x
x x dp p e     (6.66) 

где ( )pϕ  – волновая функция частицы в импульсном представлении (мы опус-
каем здесь нормировочные коэффициенты), находим 

( ) ( ) ( )1
2

12
− 

ϕ − + ⋅ − ≡ 
 

∫ 

i p x xpdp p F x x e
m

( ) ( )1
2

2
− ∂

≡ ϕ − + ⋅ = ∂ 
∫ 



i p x xpdp p F e
m i p   (6.67) 

( ) ( )1
2

0.
2

−  ∂
= − − ⋅ ϕ = ∂ 
∫ 



i p x x pdp e F p
m i p  

Здесь мы проинтегрировали второе слагаемое (6.67) по частям. В силу ли-
нейной независимости экспонент все коэффициенты перед ними должны быть 
равны 0. Формально можно умножить обе части последнего равенства (6.67) на 

( )1exp /ip x x′− −    и проинтегрировать по d(x – x1), а потом при помощи δ-
функции – по dp. В итоге находим уравнение Шредингера в импульсном пред-
ставлении для функции ( ) :pϕ  

( )
2

0
2
 

− ϕ = 
 



p di F p
m dp   (6.68) 

или 

( )
2

ln .
2

d ipp
dp mF

ϕ = −


    (6.69) 

В результате для волновой функции в p-представлении имеем 

( )
3

6 ,
ip
mFp Ce

−
ϕ =       (6.70) 

и волновая функция в x-представлении равна 

( )
( )

3

1 6
1 .

 
− − 

  ψ − = ∫ 

i pp x x
mFx x C dp e         (6.71) 

Введем новые безразмерные переменные 

( )
1/32

1 ,
2

x x
mF

−
 

ξ = − 
 



  ( ) 1/32 .u p mF −=         (6.72) 
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Тогда 

( ) ( )
1/32

1/3
1 2

2
p x x u mF u

mF
 

− = − ξ = − ξ 
 



                  (6.73) 

и 
3 3

.
6 3

p u
mF

=


                                             (6.74) 

В результате и ненормированное решение запишется в виде 

( ) ( )
3

3
3

0

2 cos 2 .
3

 ∞ ∞− ξ + 
  

−∞

 
ψ ξ = = ξ + ≡ πΦ ξ 

 
∫ ∫

ui u udu e du u          (6.75) 

Здесь ( )Φ ξ называется функцией Эйри. В таком виде определение функции Эй-

ри было дано В. А. Фоком. В литературе встречается также ( ) ( )Ai .ξ = πΦ ξ  
Волновая функция (6.75) должна совпадать с квазиклассической при 

1/32

1 1,
2

x x
mF

−
 

ξ = − 
 



                               (6.76) 

см. выражение (6.41).  
Рассмотрим интеграл 

( )
3

3 .
 ∞ − ξ + 
  

−∞

ψ ξ = ∫
ui u

du e  

Для его приближенного вычисления в квазиклассической области при ξ >> 1 
используем метод, который называется методом стационарной фазы. Под ин-
тегралом имеем быстро осциллирующую по u экспоненту с малым периодом 
2π/ξ, так что вклад в интеграл дает малая область значений u вблизи некоторой 
точки u0, где фаза почти постоянна, т. е. вблизи значения u0, при котором про-
изводная от фазовой функции  

( ) 3 / 3φ = ξ +u u u                                          (6.77) 
обращается в нуль: 

( ) 2 0.u u′φ = ξ + =                                        (6.78) 
В результате имеем 

0

, 0,

, 0.

i
u ±

± ξ ξ >
= ± −ξ =

± ξ ξ <
                               (6.79) 



128

Раскладывая фазу вблизи u0, получаем ее параболическую зависимость 
от u – u0: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 20 3
0 0 0 0 0 0/ 3 2 .

2
u

u u u u u u u u u
′′φ

φ = φ + − = ξ + + −     (6.80) 

В результате, поскольку вклад в интеграл дают две области вблизи 0u ± , имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 32 2
0 0 0 00 0 0 0

/3 /32 2 .+ + − −+ + − −

∞ ∞
ξ + ξ +− −

−∞ −∞

ψ ξ = +∫ ∫
i u u i u uiu u u iu u ue du e e du e  (6.81) 

Интеграл от функций Гаусса в соотношении (6.81) вычисляется следую-
щим образом. Обозначим 

2

,axd x e
∞

−

−∞

Γ = ∫
тогда 

( )2 2 2 22 2

0

12 ,
2

a x y ar ard xdye rd dre dr e
a

∞ ∞
− + − −

−∞

π
Γ = = ϕ = π =∫ ∫ ∫

так что / ,aΓ = π  и слагаемые, входящие в соотношение (6.81), равны: 

( ) ( ) ( ) ( )3 32
0 0 0 00 0

/3 /32

0

.
2

± ± ± ±± ±

∞
ξ + ξ +−

±
±−∞

π
ψ ξ = =

−∫
i u u i u uiu u ue du e e

iu     (6.82) 

Обсудим полученные решения в разных областях. 
1. 1 00, .x x u i±ξ ∝ − > = ± ξ  В этом случае x < x1, т. е. частица находится 

под барьером в классически запрещенной области (см. рис. 6.1). Мы должны 
выбрать затухающее решение, которое имеет место при 0 :+ = ξu i  

( ) 3/ 2
1/ 4

1 2exp .
2 3
π  ψ ξ = − ξ ξ  

     (6.83) 

2. 00, , .uξ < ξ = − ξ = ± ξ  В этом случае x > x1, т. е. частица находится 
над барьером в классически разрешенной области (см. рис. 6.1). Здесь имеет 
место осциллирующее решение, т. е. 

( ) ( ) ( ) ,+ −ψ ξ = ψ ξ +ψ ξ   (6.84) 
где 

( ) ( ) ( )3/23/2 2 /3 /41/2 2 /3
1/4 1/4
1 1 .

2 2
± ξ + π± ξ

±

π π
ψ ξ = ± =

ξ ξ

iii e e   (6.85) 

Таким образом, в классически разрешенной области ( )10ξ < >x x  осцил-
лирующее решение имеет вид 
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( ) 3/ 2
1/ 4
1 22cos .

2 3 4
π π ψ ξ = ξ + 

 ξ   (6.86) 

Вспоминаем, что в этой области (x > x1), волновой вектор веществен: 

( ) ( ) ( )12 2

2 2 ,m mFk x E U x x x= − = −  
 

  (6.87) 

а также определение переменной ξ  из формулы (6.72): 

( )
1/3

12

2 . ξ = − 
 

mF x x  

Нетрудно убедиться, что 

( ) ( ) ( )
1 1

3/ 2 3/ 2
1 12 2

2 2 2 2 .
3 3

x x

x x

mF mFx x x x dx k y dy    ′ ′ξ = − ≡ − =   
   ∫ ∫
 

   (6.88) 

В классически недоступной области ( )10ξ > <x x  имеем 

( ) ( ) ( )12 2

2 2 .m mFx U x E x xκ = − = −  
 

 (6.89) 

Аналогично 

( ) ( )
1

3/ 23/ 2
12

2 2 2 .
3 3

x

x

mF x x y dy ξ = − = κ 
  ∫


    (6.90) 

Поскольку, как следует из равенства (6.87), 
1/4 ,∝ ξp  то решение нашей за-

дачи вблизи границ а1 и b1 интервала [а1, b1] (в областях I и II на рис. 6.1) можно 
записать как 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1

I 1 1

II 1 1

exp , у границы ( ),
2

cos , у границы ( ).
4

x

x

x

x

Bx y dy a x x
p

x
Bx k y dy b x x
p

  
ψ = − κ >     

ψ = 
 πψ = + <   
 

∫

∫
   (6.91) 

Сравнивая решение (6.91) с квазиклассическими решениями уравне-
ний (6.46, 6.47) в областях I и II, получаем 

( )
( )

1

1
I ,

x

x

x dxCx e
p

′ ′− κ∫
ψ = ( ) ( )

1

II cos .
 

′ ′ψ = +α 
  
∫
x

x

Ax k x dx
p  (6.92) 
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Мы видим, что волновая функция из области I будет непрерывно переходить в 
область II, если B = A, B = 2C1 = A и α = π/4. 

Решение на границах интервала [b2, а2] в областях II и III можно получить 
из предыдущего (6.91), если изменить направление оси х на обратное (т. е. по-
менять местами пределы интегрирования) и в качестве фиксированного предела 
взять х2.  

Таким образом, получим 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

III 2 2

II 2 2

exp , у границы ,
2

cos , у границы .
4

x

x

x

x

Dx y dy x x a
p

x
Dx k y dy x x b
p

  
ψ = − κ >    ψ = 

  π
ψ = + <   

 

∫

∫
 (6.93) 

Квазиклассическое решение уравнения (6.92) в области II также перепи-
шем в виде, содержащем интеграл от x до x2: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

2 1

2

II cos cos
4 4

cos .
4 2

   π π′ ′ ′ ′ψ = + ≡ − ≡   
     

 π π′ ′ ′ ′≡ + − + 
  

∫ ∫

∫ ∫

xx

x x

x x

x x

A Ax k x dx k x dx
p p

A k x dx k x dx
p

     (6.94) 

Квазиклассическая функция в области III (6.46) имеет вид 

( )
( )

22
III 2, .

′ ′− κ∫
ψ = >

x

x

x dxCx e x x
p          (6.95) 

Теперь нетрудно видеть, что решения у границы b2 обеспечат плавный переход 
волновой функции из области II в области III, если выполняются условия:  

( )
1

2

, 0, 1, 2...
2
π′ ′ − = π =∫

x

x

k x dx n n      (6.96) 

и D = 2C2 = (–1)n A. Дискретность интеграла (6.96) приводит к дискретности 
спектра энергий.  

Если ввести фазовый интеграл 

( )
1

2

2 ′ ′=∫ ∫

x

x

pdx p x dx    (6.97) 
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по пути от точки x1 до x2 и обратно от x2 до x1, т. е. интеграл по целому периоду 
классического движения, то равенство (6.96) перепишется в виде 

12 ,
2

pdx n = π + 
 ∫ 


                                        (6.98) 

где n – целые числа:  n = 0, 1, 2… 
Это равенство определяет стационарные состояния частицы для случая 

квазиклассического движения. Оно соответствует упоминавшемуся выше пра-
вилу квантования Бора – Зоммерфельда. Вне интервала (x1, x2) волновая функ-
ция экспоненциально затухает, внутри же этого интервала функция осцилли- 
рует: 

 ( ) ( ) ( )
2

1 1

1cos , .
4 2

xx

x x

Ax k x dx k x dx n
p

 π  ′ ′ ′ ′ψ = + = π +       
∫ ∫         (6.99) 

Как следует из равенства (6.99), фаза функции при изменении x от x1 до x2 
изменяется от π/4 до (n + 3/4)π, т. е. функция обращается n раз в нуль на этом 
интервале. Таким образом, квантовое число n определяет число узлов волновой 
функции в области между точками поворота.  

Квазиклассическое приближение справедливо лишь на расстоянии не-
скольких длин волн от каждой из точек поворота. Следовательно, квазикласси-
ческим приближением можно пользоваться лишь для состояний с большими 
значениями квантового числа n. 

Фазовый интеграл определяет площадь, охватываемую в фазовом про-
странстве (x, p) классической траекторией. Из него следует, что одному состоя-
нию в фазовом пространстве соответствует площадь 2πħ. Таким образом, фазо-
вое пространство, отвечающее одномерному движению частицы, делится на 
ячейки (отвечающие одному состоянию) площадью 2πħ. При движении части-
цы в трехмерном пространстве одному состоянию будет соответствовать объем 
ячейки (2πħ)3, что вполне согласуется с принципом неопределенностей.  

В условии нормировки можно заменить квадрат быстро осциллирующего 
косинуса его средним значением, равным 1/2:  

 ( ) ( )
2 2 2

1 1 1 1

2 2
2 2 2cos 1.

4 2 4

tx x x

x x x t

dx A A Tx dx A k x dx dt
m m m

 π′ ′ψ = + = = =  
 

∫ ∫ ∫ ∫v      (6.100) 

Здесь T – время прохождения частицей отрезка x2 – x1 туда и обратно (период 
движения). Таким образом, 

4 2 ,m mA
T

ω
= ≡

π                                          (6.101) 

где ω = 2π/Т – циклическая частота периодического движения частицы.  
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В результате нормированная волновая функция квазиклассического дви-
жения приобретает вид 

( ) ( )
1

2 cos .
4

x

x

mx k x dx
p

 ω π′ ′ψ = +  π  
∫

6.4.2. Гармонический осциллятор в квазиклассическом приближении 

В качестве простейшего примера рассмотрим гармонический осциллятор, 
т. е. систему с потенциальной энергией U (х) = kх2/2. Сила, действующая на ча-
стицу, равна F = – kx, она возвращает частицу назад при отклонении от поло-
жения равновесия x = 0. Классическое движение определяется уравнением 
Ньютона 

2
0 0или   0, .= − −ω = ω = 

kmx kx x x
m    (6.102) 

Его решением являются гармонические колебания с частотой ω0 и амплитудой 
a между двумя точками поворота x a= ± : 

( )0cos .= ω + φx a t   (6.103) 
Энергия и импульс осциллятора соответственно равны 

( ) ( )
2 2

2 20
0, 2 .

2
m aE p m E U m a xω

= = − = ω −           (6.104) 

Следовательно, 

( )

( ) ( ) ( )

( )

1
sin2 2 2 2

0 0
1

/2 /2
2 2 2 2

0 0 0
/2 /2

0

2 2

2 2 1

2 cos 1 cos 2

2 12 .
2

−

=

− −

π π

−π −π

= − =  

= ω − = ω − = →=

= ω = ω + = π ω =

π  = = π + ω  

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫





a

a
a

y z

a

pdx m E U x dx

m a x dx m a y dy

m a z dz m a z dz m a

E n

 (6.105) 

В результате находим значения энергий стационарных состояний для 
больших n: 

0
1 .
2nE n = ω + 

 
    (6.106) 



Как увидим далее, точное решение уравнения Шредингера дает те же энер-
гии стационарных состояний гармонического осциллятора для всех n.  

При квазиклассическом движении n >> 1, так что 

.+ ∆ − ≈ ∆n
n n n

dEE E n
dn     (6.107) 

Продифференцируем по n правило квантования: 
12 .
2

pdx n = π + 
 ∫ 



Получаем 

( ) класс2 ,π = = =∫ ∫

 

n n n

n

dE dE dEdp dxdx T
dE dn x dn dnv  (6.108) 

где Tкласс – период классического движения. Отсюда следует, что разность со-
седних уровней (при ∆n = 1) составляет 

класс
класс

2 ,+ ∆

π
− ≈ ∆ = = ω





n
n n n

dEE E n
dn T  (6.109) 

где классω  – круговая частота классического движения. 
Иными словами, на каждом небольшом участке квазиклассического спек-

тра уровни эквидистантны. 
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Глава 7. Решение квантовых задач 
для прямоугольных потенциалов 

7. 1. Отражение частиц от скачка потенциала 

Рассмотрим потенциал в виде прямоугольного барьера, как изображено на 
рис. 7.1. Пусть на барьер слева (из области I, см. рис. 6.2) налетает частица с за-
данной энергией E и импульсом p, направленным по x. В этой области решение 
уравнения Шредингера при U(x) = 0 имеет вид плоской волны 

2
1

2, , 1.∗

=

ψ = = ψ ψ =∫


i

V

mEe k dVkr
   (7.1) 

Эта волна нормирована на одну частицу в единице объема или (что то же са-
мое) так, чтобы плотность потока частиц равнялась их скорости v: j = ρv = v 
(см. равенства (2.45)). 

Падающая слева волна имеет постоянную во времени плотность вероятно-
сти, при которой установившийся поток частиц, движущихся вправо, будет 
j = v = p/m. Чтобы поддерживать постоянную плотность вероятности (несмотря 
на ток), необходимо слева непрерывно добавлять частицы. 

В точке, где происходит скачок потенциала, меняется импульс частицы, и 
в области I может появиться отраженная волна с той же энергией, но противо-
положным импульсом и некоторой амплитудой A, так что решение в области I 
при x < 0 следует записать так: 

2
I , 2 / .ikx ikxe Ae k mE−ψ = + =      (7.2) 

Амплитуда прошедшей волны в области II, где U(x) = U0, будет равна 

( )0 2
II 0 0, 2 / .ik xBe k m E Uψ = = −     (7.3) 

Теперь в точке x = 0 следует «сшить» решения из разных областей, т. е. 
приравнять значения функций и их производных: 

( ) 01 , 1 .A B k A k B+ = − =      (7.4) 

Рис. 7.1. Отражение частицы от скачка по-
тенциала вида U = 0 при x < 0 (область I); 
U = U0 при x > 0 (область II) при переходе 
из области I в область II. Случай E > U0 
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Введя коэффициент преломления β ≡ k0/k, из системы уравнений (7.4) для 
амплитуд прошедшей и отраженной волн соответственно получаем  

0

2 2 ,
1

kB
k k

= =
+β +  

0

0

11 .
1

k kA B
k k
−−β

= − = =
+β +                   (7.5) 

Доля электронов Kt, которая проходит вправо, равна отношению прошед-
шего потока к начальному. Поэтому коэффициент прозрачности (или пропус-
кания) барьера  

2
0 0

2 2
0

44 .
1

t

B k kkK
k k k
⋅ β

= = =
+β +                                (7.6) 

При k = k0 (β = 1) скачок потенциала отсутствует, поэтому Kt = 1.  
Коэффициент отражения R в силу равенства потоков в прямой и отражен-

ной волнах есть 
22

2 0

0

1 .
1

−−β
= = =

+β +
k kR A
k k                                      (7.7) 

Нетрудно убедиться, что Kt + R = 1, что отражает сохранение тока вероятности. 
Из равенств (7.2) и (7.3) находим, что для частицы в потенциале U0 

(например, в некоторой среде, обладающей таким потенциалом) коэффициент 
преломления этой среды 

0 01 .E U U
E E
−

β = = −                                           (7.8) 

Спрашивается, а что произойдет при E < U0. В этом случае коэффициент 
преломления и k0 становятся мнимыми, т. е. мы можем положить 

0, 1.Ui
E

′ ′β = β β = −                                            (7.9) 

В результате 
2

1 1.
1

iR
i
′− β

= =
′+ β                                             (7.10) 

Происходит полное отражение волны от барьера. Это явление полного внешне-
го отражения абсолютно аналогично полному внутреннему отражению в опти-
ке. Прошедшая волна при этом затухает вглубь потенциала, ее ток равен нулю.  

 



136 
 

7.2. Потенциальный барьер. Туннельный эффект 
 

Рассмотрим теперь прохождение и отражение частиц от потенциала в виде 
прямоугольного барьера, изображенного на рис. 7.2. 

 

 
 

Пусть частицы слева падают на барьер с энергией, меньшей высоты барье-
ра E < U0. В этом случае в классической теории поток частиц, идущих слева, 
будет полностью отражен. Область II – классически недоступна.  

В квантовой же механике нужно решать уравнение Шредингера, которое в 
областях I и III имеет вид  

2
2

2 , 0, ,′′ψ = − ψ ≡ − ψ < >


mEk x x a                      (7.11) 

а в области II – 
( )02

2

2
, 0 .

m E U
x a

−
′′ψ = κ ψ ≡ − ψ < <



                     (7.12) 

Начнем с области III. Частиц, идущих справа, в этой области нет, но могут 
быть частицы, идущие вправо со стороны барьера. В области I имеем падаю-
щую вправо на барьер волну и волну, отраженную им влево. Под барьером же в 
области II имеем затухающее и растущее решения, причем, поскольку ширина 
барьера ограничена, оба решения конечны, и мы должны их учитывать оба. Та-
ким образом, 

III I II, , .ikx ikx ikx x xBe e Ae Ce De− κ −κψ = ψ = + ψ = +               (7.13) 
В силу непрерывности волновой функции и ее производной эти решения 

необходимо «сшить» на границах областей x = 0 и x = a.  
Граница x = 0. Из условий ( ) ( ) ( ) ( )I II I II0 0 , 0 0′ ′ψ = ψ ψ = ψ  имеем 

( )

1 ,

1 .

A C D
ik A C D

+ = +

− = −
κ

                                       (7.14) 

Рис. 7.2. Отражение частицы от прямоугольного 
потенциала в виде барьера высотой U0 и шири-
ной a: U = 0, x < 0 (область I); U = U0, 0 < x < a  
(область II) и U = 0, x > a  (область III) и прохож-
дение через барьер. Случай E < U0 
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Складывая уравнения (7.14) и вычитая второе из первого, получаем 

.

1

1 2

,1 2

1

 + + − = κ κ 
 − + + = κ κ 

ik ikA

ik ik

C

DA
                                  (7.15) 

Граница x = a. Условия ( ) ( ) ( ) ( )II III II III, ′ ′ψ = ψ ψ = ψa a a a  дают 

,

.

a a ika

a a ika

Ce De Be
ikCe De Be

κ −κ

κ −κ

+ =

− =
κ

                                  (7.16) 

Опять складывая эти уравнения и вычитая одно из другого, будем иметь 

( )

( )

2 1 ,

2 1 .

− κ

+ κ−κ

 = + κ 
 = − κ 

ik a

ik aa

ikC B e

ikDe e
                                     (7.17) 

Сравнивая соотношения (7.17) и (7.15), исключаем C и D. В результате 
остаются два уравнения для нахождения амплитуд A и B:  

( )

( )

1 1 1 ,

1 1 1 .

− κ

+ κ
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   − + + = −   κ κ κ   

ik a

ik a

ik ik ikA Be

ik ik ikA Be
                       (7.18) 

Для нахождения амплитуды B прошедшей через барьер волны удобно предста-
вить уравнения (7.18) в виде 

( )( )
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Тогда, приравняв их правые части, получаем 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 21 1− κ + κκ + − = κ − −ik a ik aik Be ik Be  
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или 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 ,ika a aBe ik e ik e ik ik−κ κ κ + − κ − = κ + − κ − 
 

откуда в результате находим для амплитуды B прошедшей сквозь барьер волны 
выражение, содержащее гиперболические синус и косинус:  

( )2 2

2 .
sh 2 ch 

−κ
= −

κ − κ − κ κ

ikai keB
k a i k a    (7.19) 

Аналогично из уравнений (7.18) можно получить следующее выражение 
для амплитуды A отраженной волны: 

( )
( )

2 2

2 2

sh 
.

sh 2 ch 

k a
A

k a i k a

κ + κ
= −

κ − κ − κ κ     (7.20) 

Выражение (7.19) обычно записывают так: 

( )2 2

2 2 .
2ch shsh 2ch 

ika ikae eB
kk a i aa a kik

− −

= − =
κ κ − κ + − κ κ − κ κ κ

       (7.21) 

Полученный результат показывает, что волновая функция частицы отлич-
на от нуля и в области за барьером (рис. 7.3), следовательно, существует неко-
торая вероятность |B|2 найти частицу за барьером при x > a, т. е. частица может 
проникнуть сквозь потенциальный барьер, который она никак не может пре-
одолеть в классической теории. Как мы далее убедимся, вероятность быстро 
убывает с увеличением ширины барьера, а также с ростом его высоты. 

Проницаемость барьера (коэффициент прохождения, или коэффициент 
прозрачности) Kt определяется как отношение плотности потока прошедшей 
волны к плотности потока падающей. Так как для падающей волны ji = v, для 
прошедшей – jt = |B|2v, то 

2
2

2 2

4 .
4ch sh

tK B
ka a

k

= =
κ κ + − κ κ 

    (7.22) 

Рис. 7.3. Схематическое изображение 
волновой функции. Большая часть па-
дающей волны отражается, но часть ее 
проходит через барьер в область с х > а 
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Рис. 7.4. Плавно меняющийся барьер 
представляется в виде последователь-
ности достаточно широких (с шириной 
∆x >> 1/κ) прямоугольных барьеров 

Аналогично коэффициент отражения R барьером определяется 
величиной A R = |A|2, причем из соотношений (7.19) и (7.20) следует, что 

2 2 1,tA B R K+ ≡ + =  (7.23) 
что выражает закон сохранения потока: поток падающих на барьер частиц ра-
вен сумме потоков частиц, прошедших через барьер и отраженных от барьера. 

Для высокого и широкого барьера при κa >> 1 выражение (7.22) 
для коэффициента прохождения упрощается, поскольку в этом случае 
ch sh / 2,aa a eκκ ≈ κ ≈  так что 

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 16 16 .
1 2 1 11
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a a a

t
e e eK

k kk
k kk

− κ − κ − κ

≈ = ≡
κ   κκ  + + + ++ −     κ κκ    

В результате для прямоугольного барьера коэффициент прохождения 
(с точностью до медленно изменяющегося с величиной κ предэкспоненциаль-
ного множителя) можем написать 

2 .− κ≈ a
tK e      (7.24) 

Для плавного барьера, который можно представить в виде последователь-
ности прямоугольных (рис. 7.4), находим  

( )
( )

( )
2

2 exp 2 .
i i

i i i

bx x
x x

t
i a

K e e x dx
− κ ∆

− κ ∆ ∑  
≈ = ≈ − κ 

 
∏ ∫  (7.25) 

Явление прохождения частиц сквозь потенциальный барьер называется 
туннельным эффектом. Это существенно квантовый эффект, отсутствующий в 
классической физике.  
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7.3. Холодная эмиссия электронов. Туннельный сканирующий микроскоп 

Для иллюстрации вычислим вероятность испускания электронов из метал-
ла под действием сильного внешнего поля (холодная эмиссия электронов). Этот 
эффект был обнаружен в конце XIX столетия известным американским ученым 
Робертом Вудом [34], а объяснен лишь в 1928 г. (см. работы [35–38]) с помо-
щью квантово-механических представлений о туннелировании. 

Потенциальная энергия электрона внутри и вне металла может быть изоб-
ражена как на рис. 7.5а. Внутри металла электрон имеет энергию Е < U0, где 
U0 – потенциальная энергия электрона вне металла. Таким образом, имеем 

U(x) = 0 при x < 0; U(x) = U0 при x > 0, 
причем электрон связан внутри кристалла с энергией связи W < U0. Чтобы его 
вырвать из металла, ему необходимо сообщить энергию, большую, чем энергия 
связи W = U0 – E (она порядка 4–10 эВ, ее еще называют работой выхода). 

Если же снаружи приложить электрическое поле E, направленное внутрь 
металла, т. е. действующее на электрон наружу по оси x, то потенциальная 
энергия изменится следующим образом: 

U(x) = 0 при x < 0; U(x) = U0 – eEx при x > 0. 
Ее вид изображен на рис. 7.5б. В этом случае возникает возможность вылета 
электрона из металла в вакуум путем прохождения через потенциальный 
барьер. В результате при приложении электрического поля появляется тун-
нельный ток из протуннелировавших электронов, пропорциональный проница-
емости барьера и напряженности электрического поля.  

Рис. 7.5. Зависимости U(x): x – расстояние от границы металла, ось x перпендику-
лярна границе металла и направлена наружу, W = U0 – E > 0 – энергия связи элек-
трона в металле (а). То же самое в присутствии электрического поля величиной E, 
приложенного снаружи металла и направленного против оси x, так что потенци-
альная энергия электрона за пределами металла при x > 0 в этом случае равна 
U(x) = U0 – eEx, здесь e = |e| – величина заряда электрона (б) 

Область сильного изменения потенциала вблизи поверхности металла име-
ет порядок размера атомов (~ 10–8 см), а расстояние a, при котором U(a) = E или 
eEa = W, даже при eE = 1 МэВ/см есть a ~ 10–6 см, что много больше размера 
атома. Поэтому на всем отрезке (0, a) потенциальную кривую можно считать 
прямой линией:  
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U(x) – Е = W – eEx, 
так что 

( )
2

2 −
κ =



m W e xE
 (7.26) 

 

и 
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 
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Окончательно, поскольку eE = W/a, получаем 

0
4 2 4exp exp .
3 3

   ≈ − ≡ − κ     

t
mWK a a   (7.28) 

Таким образом, эмиссионный ток экспоненциально зависит от a (т. е. от 
шероховатости, поверхности). Величина κ0 при W ~ 5 эВ равна 

2 2
8 1

0 2 2 2 2

2 2 1 2 1,2 10 см .−κ = = = ≈ ⋅
   ce

mW m с W W
mс mс  (7.29) 

Явление холодной эмиссии электронов было положено в основу действия 
сканирующего туннельного микроскопа (СТМ). В СТМ острая металлическая 
игла (зонд) подводится к образцу на расстояние нескольких ангстрем (рис. 7.6). 
При подаче на иглу (катод) потенциала относительно образца (анод) возникает 
туннельный ток. Величина этого тока экспоненциально зависит от расстояния 
«образец – игла». Типичные значения силы тока – от единиц до тысячных 
наноампера – при расстояниях «образец – игла» ~ (3–10) Å. 

Рис. 7.6. Принципиальная схема сканиру-
ющего туннельного микроскопа. Иглу зон-
да подводят по вертикали (ось Z) к поверх-
ности образца до появления туннельного 
тока. Затем перемещают зонд над поверх-
ностью по осям X, Y (сканирование)  
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Устройство чувствительно к изменениям расстояний на уровне 10–8 см. 
Сейчас СТМ используются как в промышленных, так и в фундаментальных ис-
следованиях для получения изображений металлических поверхностей и дру-
гих материалов в атомном масштабе. Также возможно добиться небольших 
туннельных токов, если, например, биологические материалы распределить в 
виде тонких пленок по проводящим подложкам.  

Изобретенное в 1981 г., это устройство дало первые изображения отдель-
ных атомов на поверхностях материалов, и уже в 1986 г. авторы изобретения 
СТМ Герд Бинниг и Генрих Рорер (см. статью [39]) были удостоены Нобелев-
ской премии. Они разделили ее с немецким ученым Эрнстом Руска, создателем 
первого электронного микроскопа. 

Имеется два варианта сканирования поверхности: 
1) при сканировании ток поддерживается постоянным за счет перемещения 

иглы зонда по вертикали (нормали к поверхности). При этом зонд остается на 
одном и том же расстоянии L от поверхности образца. Вертикальное же пере-
мещение зонда (для сохранения тока, т. е. расстояния L) прямо отражает рельеф 
поверхности образца; 

2) вертикальное положение иглы фиксировано, перемещают иглу зонда 
только по горизонтали. Рельеф поверхности определяется путем расчета из из-
менения туннельного тока. 

 
7.4. Альфа-распад радиоактивных ядер. Закон Гейгера – Неттола 

 
Явление α-распада вполне аналогично рассмотренному ранее эффекту хо-

лодной эмиссии электронов. Внутри ядра α-частицы (как протоны и нейтроны) 
удерживаются ядерными силами (рис. 7.7). За его пределами при r > RA имеем 
кулоновский отталкивательный потенциал. Коэффициент проницаемости обо-
лочки ядра для α-частицы определяется высотой и шириной кулоновского барь-
ера. Высота барьера 

2 2
13

01/3 1/3
0

( )  МэВ  ( 1,4 10 см),−= = ⋅ ≈ = ⋅Q A
A

zZe zZ e zZU R R
R A R A    (7.30) 

где z – заряд α-частицы в единицах элементарного заряда электрона e; Z – заряд 
оставшегося после распада ядра; A – его массовое число (число нуклонов); RA – 
радиус ядра (см. рис. 7.7); R0 – радиус нуклона. 
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Если представить ядро в виде капли несжимаемой жидкости (так называе-
мая модель жидкой капли), то объем ядра будет приблизительно равен сумме 
объемов составляющих его нуклонов: V = AV0, или, другими словами, объем, 
приходящийся на один нуклон (определяющий плотность нуклонов), V0 = V/A,
для всех ядер одинаков. То есть 4πRA

3/3 = A4πR0
3/3 или 

1/3
0 ,AR R A= ⋅     (7.31) 

что и было использовано в формуле (7.30). Экспериментальное значение R0 для 
α-распада равно R0 = 1,4 · 10–13 см = 1,4 Фм. Здесь внесистемная единица длины 
1 Фм = 10–13 см, используемая в ядерной физике, носит название ферми (Фм), 
она совпадает с фемтометром (фм) в системе единиц СИ. 

Также в формуле (7.30) использовалось численное значение 
2 2

2 2
2

0 0 0

1,02 МэВ.
α ⋅

= ⋅ = ⋅ ≈






cp
p p

p

e e c m c m c
R cR m c R  (7.32) 

В одномерном варианте потенциал, изображенный на рис. 7.7, можно 
представить следующим образом (рис. 7.8). Или совсем упрощенно, как это по-
казано на рис. 7.9. 

Рис. 7.8. Потенциальная энергия U α-частицы в поле ядра в зависимости 
от расстояния x до центра ядра. Одномерный вариант рис. 7.7 

Рис. 7.7. Потенциальная энергия U α-
частицы в поле ядра в зависимости от рас-
стояния r до центра ядра. Кулоновское от-
талкивание на больших расстояниях r > RA 
сменяется ядерным притяжением при 
r < RA. Здесь RA принимается за радиус яд-
ра. При энергии Eα > 0 α-частица может 
преодолеть кулоновский барьер высотой 
UQ и вылететь из ядра  
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Для ядер изотопа радия 226
88 Ra  (Z = 88, A = 226) и урана 238

93 U  (Z = 93, 
A = 238) высоты барьеров ~ 29 МэВ и 30 МэВ соответственно. Радиусы этих 
ядер RA ~ 10–12 см = 10 Фм.  

Таким образом, ширина кулоновского барьера при энергии частицы, 
например, Eα ~ 3 МэВ имеет порядок b ~ (UQ/Eα )RA ~ 100 Фм =10–11 см, что су-
щественно превосходит размер ядра и тем более область его границы, размер 
которой ~ 1 Фм. Глубины потенциалов для тяжелых ядер (A > 100) имеют поря-
док 40–50 МэВ. Энергии α-частиц, испускаемых при α-распаде ядер, лежат в 
пределах 1–10 МэВ. 

 
 

Рис. 7.9. Упрощенный вариант вида потенциальной энергии U α-частицы  
 

Итак, будем считать, что движение α-частицы внутри ядра, т. е. в яме глу-
биной U0 приблизительно такое же, как если бы ширина b окружающей потен-
циальной «горы» была бесконечной, что не позволяло бы частицам выйти из 
ядра. Длина волны частицы вне ядра (при Eα ~ 4 МэВ) 

( )1/222 / / / 2 22 1 Фм.α α α α α αλ = π = λ ≈ λ λ  c c cm c m c Ev v      (7.33) 

Ее скорость вне ядра –  

 ( )1/22 92 / /22 1,4 10 см/с.α α= ≈ ⋅с E m c сv                      (7.34) 

Будем считать, что вместо одной частицы на интервале (–RA, RA) имеется N 
частиц, т. е. волновая функция в этом интервале нормирована так: 

2 .
A

A

R

R

dx N
−

ψ =∫                                                  (7.35) 

Функция ψ(x) представляет собой суперпозицию волн, распространяющихся в 
противоположных направлениях из-за отражений от стенок х = RA и x = –RA.  
Но в реальности отражение не является полным, так как и UQ, и b конечны. По-
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этому часть частиц проникает сквозь барьер, так что относительное число ча-
стиц, проходящих через какую-нибудь из стенок в единицу времени, равно 
произведению плотности тока j в направлении к этой стенке на коэффициент 
проницаемости Kt. Величина j равна произведению линейной плотности числа 
частиц в падающем пучке, которая есть (см. равенство (7.35)) 

21 1
2 2 2 A

N
R

ψ =                                           (7.36) 

(здесь множитель 1/2 соответствует тому, что одна половина частиц движется в 
одном направлении, а другая – в противоположном), на скорость частицы внут-
ри ядра: 

( ) ( )0 90
0 0 2

22 2 32 МэВ см4 10 .
4 000 МэВ с

α
α

α α α

+ ⋅
= = + = ≈ ≈ ⋅


E Uk E U c с
m m m c

v  (7.37) 

Складывая токи через обе стенки, мы получим для скорости изменения N 
со временем уравнение 

0 ,
2 t

A

dN N K
dt R

= − v                                        (7.38) 

где 0 / 2 AN Rv  – число ударов частиц в стенки ядра за единицу времени; Kt – ко-
эффициент проницаемости стенок.  

Решение уравнения (7.38) дает экспоненциальный закон радиоактивного 
распада ядра 

1/ 2//
0 0 0 2 .t Tt tN N e N e N −−γ − τ= ≡ ≡                            (7.39) 

Здесь γ – постоянная распада; τ – время жизни ядра; T1/2 = τ ln2 – период его по-
лураспада; постоянная распада γ 

( )0 01 ,
2 2

Et

A A

K e
R R

α−φγ ≡ = =
τ

v v
                                 (7.40) 

где коэффициент проницаемости представлен в виде ( )exp .tK Eα≈ −φ    
В простейшем случае прямоугольных барьеров имеем (см. выраже-

ние (7.24)) 

( ) ( )
1 2

2
2 2 .Qm U E

E b b α α
α

−
φ = κ =



                           (7.41) 

Выражение для проницаемости можно уточнить, заменив прямоугольный по-
тенциал, показанный на рис. 7.9, более реалистичным, изображенным на 
рис. 7.10, где мы пренебрегли шириной граничной области (см. рис. 7.8), кото-
рая, как мы отмечали, много меньше и размера ядра, и ширины кулоновского 
барьера.  
 



146

В этом случае имеем 

( ) ( )1exp exp 2 ,
+

α

 
≈ −φ ≡ − κ    

  
∫

A

A

R b

t
R

K E x dx     (7.42) 

где 

( ) ( )
2

1

2 2 2 ,
m m Zex U x E E

x
α α

α ακ = − = −
 

     (7.43) 

( ) ( )
22 , .A Q

ZeU x U R U
x

= =

Таким образом, 

( )

( )

0

0

22 2

0
0

2 2 21 /22
0 02 2

0 arcsin /

2 22
0

0

2 2 42 21

8 8 8
1 1 cos

2 22 2 21 1

+ +
α α

α α
α

+ π
α α α

α α α

α

 
φ = − = − = ≡ = + = 

 

= − = ξ − ξ = ϕ ϕ ≈

 π π
≈ ≈ − = −  π 

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

  



 

A A

A A

A

A A A

R b R b

A
R R

R b

R R R x
x

A
Q

m m ZeZe dx x ZeE dx E x R b
x x Ex

m Ze Ze m x Ze m xydy d d
x

Ze m x E m cZeR x
U c E

.α
 
  π Q

E
U

 

В результате, вспоминая, что 2 / 1/137,e c = α ≈  для постоянной распада 
имеем 

22 22 1
01 .

2

α

α

 
 − π α −
 π γ ≡ ≈

τ
Q

EmcZ
E U

A

e
R
v

 (7.44) 

Соответственно, время жизни ядра 
22 22 1

0

2 .
α

α

 
 π α −
 π τ ≈ Q

EmcZ
E UAR e

v      (7.45) 

Рис. 7.10. Более реалистичный, по срав-
нению с изображенным на рис. 7.9, вид 
потенциальной энергии U. Мы сохранили 
прямоугольную форму потенциала внут-
ри ядра, а вне ядра потенциал заменили 
кулоновским. В отличие от изображенной 
на рис. 7.8 граница ядра здесь резкая, 
у нее нулевая ширина. Ekin – кинетическая 
энергия частицы внутри ядра 
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Для примера и оценки: пусть Eα ~ 8 МэВ, Z = 84, тогда 21
02 / 0,3 10 с−≈ ⋅AR v  

(см. выражение (7.37)), ( )22 2 / 121, 1 2 / / 0,66;QZ mc E E Uα α
 π α ≈ − π ≈   так 

что экспонента в соотношении (7.45) равна e80 ≈ 3 · 1034. В результате имеем 
13 510 с 3 10 лет.τ ≈ ≈ ⋅  В реальности же из-за экспоненциальной зависимости 

проницаемости кулоновского барьера времена жизни α-радиоактивных ядер 
имеют значения в огромном интервале – от 3 · 10–7 с для 212Po (полоний) до 
5 · 1015 лет для 142Ce (церий) и более. Для 209Bi, например, период полураспада 
составляет T1/2 = (2,01 ± 0,08) · 1019 лет, так что за год в одном грамме природ-
ного висмута лишь около 100 ядер испытывают α-распад. 

Выражение (7.45) можно переписать в виде 
2 2

0

2 2 2ln ln 4 2 .A

Q

R mc mc ZZ Z a b
U E Eα α

α
τ = − α + πα ≡ +

v  

Это закон Гейгера – Неттола. Г. Гейгер и Дж. Неттол установили его эмпириче-
ски в 1911 г. и записали в виде  

1/ 2lg / .T C D Eα= +                                      (7.46) 

Здесь энергия α-частицы Eα измеряется в мегаэлектронвольтах; период полу-
распада ядраT1/2 – в секундах; lg – десятичный логарифм;, константы C и D не 
зависят от A и слабо зависят от Z (например, для Z = 84, С = – 50,15, D = 128,8; 
для Z = 90, С = – 51,94, D = 139,4).  

Теоретическое обоснование закона Гейгера – Неттола было дано в 1928 г. 
Георгием Гамовым [37], а также независимо Рональдом Герни и Эдвардом 
Кондоном [38], которые рассмотрели α-распад как туннельный переход. Про-
стыми вычислениями они получили правильную зависимость постоянной рас-
пада от кинетической энергии испускаемой α-частицы.  

 
7.5. Квазистационарные состояния 

 
Выражение (7.39) 

/

0

−γ − τ= ≡t tN e e
N  

можно интерпретировать как вероятность для каждого атома или ядра через 
время t остаться в начальном (возбужденном) состоянии ψ0(ξ) с энергией E0,  
т. е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

, 0 , , 0 , , 0, 0,∗ −γ= ψ ξ ψ ξ = ψ ξ ψ ξ ξ = ≥ γ >∫ tW t t t d e t  (7.47) 
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где 

( ) ( )
( ) ( )

0( )
2

0 0

0

, , / , ;

, 0 .

Γ
− −

ψ ξ = ψ ξ γ = Γ Γ

ψ ξ = ψ ξ



 

i E i t
t e E

              (7.48) 

Состояние ψ(ξ, t) не совсем стационарно, оно медленно, по сравнению с часто-
той осцилляций ω0 = E0/ħ, затухает, поэтому называется квазистационарным.  
А поскольку его существование ограничено во времени, следовательно, оно об-
ладает некоторым спектром энергий. Представив ψ(ξ, t) в виде суперпозиции 
состояний с разными энергиями 

( ) ( ) ( )0, ,
−

ψ ξ = ψ ξ ∫ 

i Et
t C E e dE                             (7.49) 

для C(E) находим 

( )
( )

0 02 2

0
0

.

2

Γ γ   ∞ − − ω − ω +   
   = = =

γ
ω−ω +

∫ ∫



i iE t i t i i tEt iC E e e dt e dt
i

       (7.50) 

Она имеет смысл амплитуды вероятности найти у состояния (т. е. у вылетевшей 
частицы) энергию E = ħω. Нормированная плотность вероятности частицы 
иметь энергию E (спектральная плотность) определяется как 

( ) 22 ,dW B C E
dE

=  

где B находится из условия нормировки 

( )
2

2
2

0

1,

4

dW dEdE B
dE E E

∞ ∞

−∞ −∞

= =
Γ

− +
∫ ∫  

откуда B2 = Γ/2π и 

( )
2

2
0

/ 2 .

4

dW
dE E E

Γ π
=

Γ
− +

                                         (7.51) 

Видим, что энергетическая плотность состояния имеет резкий максимум 
вблизи E0 с шириной ~ / ,E∆ Γ = τ  которую можно назвать шириной уровня E0 
(рис. 7.11). Она отвечает неопределенности в энергии уровня, соответствующей 
конечности его времени жизни.  



149 
 

 

 
Следует заметить, что в формуле (7.47) для вероятности распада время t 

отсчитывается с того момента, когда констатировано, что атом (или система) 
еще не распались; само же состояние нераспавшегося атома не меняется. Это 
фактически означает, что атом «не стареет», а распадается внезапно.  

На рисунке 7.11 приведен график функции спектральной плотности, нор-
мированной так, чтобы максимальная амплитуда равнялась единице: 

  ( )
( )

2

2
2

0

/ 4 .
2

4

dWP E
dE E E

πΓ Γ
= =

Γ
− +

                           (7.52) 

Заметим, что при Г → 0, dW/dE → δ(E − E0), и наше квазистационарное со-
стояние переходит в стационарное с энергией E = E0.  

 
7.5. Надбарьерное отражение 

 
Вернемся к прохождению частицы через барьер. Рассмотрим случай, когда 

энергия налетающей слева частицы больше высоты барьера E > U0 (рис. 7.12).  
 

 
 

 
 
Рис. 7.11. Спектральная кривая, описыва-
ющая, например, зависимость интенсивно-
сти потока α-частиц от их энергии. Вели-
чина Г есть ширина кривой на половине ее 
высоты 

Рис. 7.12. Прохождение частицы через барьер. 
Энергия налетающей слева частицы больше высо-
ты барьера 
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По классической теории поток частиц, идущих слева из области I, полно-
стью пройдет через барьер. Область II – классически доступна. В этой области 
частица замедлится (кинетическая энергия уменьшится), далее ускорится до 
прежней величины, падая с барьера.  

В квантовой же механике, как и ранее, нужно решать уравнение Шредин-
гера, которое в данном случае, в отличие от уравнений (7.13), во всех областях 
имеет вид бегущих волн (поскольку везде волновой вектор веществен): 

0 0
III I II, , ,ik x ik xikx ikx ikxBe e Ae Ce De−−ψ = ψ = + ψ = +  (7.53) 

где в области II над барьером (или ямой, если U = – U0) кинетическая энергия 
положительна и волновой вектор k0 веществен: 

( )0 02

2 .mk E U= −


  (7.54) 

Мы уже получили решение, в котором все величины выражались через ве-
личину 

( ) ( )0 0 02 2

2 2 .m mU E E U ikκ = − ≡ − − =
 

Таким образом, чтобы получить решение при E > U0, необходимо в решении 
для E < U0 сделать замену 0.ikκ→  При этом в амплитуде прошедшей волны 
произойдет замена 0 0ch cos , sh sin ,x k x x i k xκ → κ →  так что для амплитуды 
прошедшей волны получим 

0
0 0

0

2 ,
2cos sin

ikaeB
k kk a i k a
k k

−

=
 

− + 
 

 (7.55) 

а для коэффициента прохождения Kt = |B|2 – 

( )
2 2

0
2 22 2 2 2 2

2 2 0 0 00
0 0

0

44 .
4 sin4cos sin

t
k kK

k k k k k ak kk a k a
k k

= =
  + −

+ + 
 

  (7.56) 

Этот результат является совершенно замечательным и интересным. Во-
первых, мы видим, что при k0 = k, Kt = 1. Это естественно, поскольку в этом 
случае нет скачка потенциала (нет ни ямы, ни барьера). При k0 ≠ k коэффициент 
прозрачности в общем случае меньше единицы, что указывает на отражение 
как от барьера, так и от ямы. Это есть результат волновой природы частиц. Од-
нако имеется случай, когда и при k0 ≠ k барьер (или яма) являются совершенно 
прозрачными, т. е. Kt = 1. Это происходит при условии, когда sin2k0a = 0 или 
k0a = nπ, где n = 1, 2, 3, …, т. е. при 
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( )
0

0
0 0 0

2 2 2, .
2 2

a n
k p m E U

λ π π π
= λ = = =

−

 

   (7.57) 

Таким образом, чтобы барьер (или яма) были прозрачными для надбарьер-
ной частицы, на ширине барьера (или ямы) должно укладываться целое число 
полуволн. Заметим, что в случае потенциальной ямы потенциал в области II 
(в яме) отрицательный: U = –U0, так что выражение (7.57) для длины волны в 
яме будет содержать ( )0 02 .k m E U= +  

Для коэффициента отражения из соотношения (7.23) можем написать 
R = 1 – Kt, тогда 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 22 2 2 2 2 2
0 0 0 0

2 22 22 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

sin tg
.

4 sin 4 tg

k k k a k k k a
R

kk k k k a kk k k k a

− −
= =

+ − + +
    (7.58) 

Отсюда, естественно, также следует, что при k0a = nπ, n =1, 2, 3, …, R = 0, т. е. 
потенциальный барьер (или яма) для частицы полностью прозрачны.  

Заметим, что выражение для проницаемости ямы (7.56) имеет резонансный 
характер: 

2
20

0
0

1 .
11 sin
4

tK
kk k a

k k

=
 

+ − 
 

 (7.59) 

Здесь ( )0 02 , 2 ,k m E U k mE= + = 

 кинетическая энергия частицы в яме 

больше кинетической энергии налетающей частицы. 
Будем считать k0/k >> 1. Как видно из уравнения (7.59), максимумы Kt воз-

никают при k0a = nπ (рис. 7.13). 

Рис. 7.13. Зависимость коэффициента Kt 
прозрачности барьера от величины k0a 
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Определим ширину по энергии E максимумов кривой на рис. 7.13, т. е. вы-
ясним, как далеко от точек k0a = nπ (или при каком изменении энергии) коэф-
фициент Kt уменьшится вдвое. Это, очевидно, произойдет, когда 

2
20

0
0

1 sin 1
4
 

− = 
 

kk k a
k k

 (7.60) 

или при 
2

0
0

0

2sin .= ±
−

k a
kk

k k

 (7.61) 

Если знаменатель велик (в силу k0 >> k), то k0a мало отличается от nπ, т. е. 

0
0

0

2 /π
≈ ±

−

n ak
a kk

k k
и 

0
0

0 0

2 1 .
/ /

pk
a k k k k

δ
δ = ≈

−

  (7.62) 

Поскольку 2 2
0 0/ 2 ,k m E U= +  то 

2
0 0

0 0 0 0 ,k kE k k k
m m

δ = δ = δ = δ
 

 v

так что для энергетической ширины максимума получаем 

0 0
0

0 0

4 ,
2 / / 2 tE K

a k k k k a
δ = ≈

−
 v v  (7.63) 

где Kt0 – коэффициент прозрачности барьера для частицы, находящейся внутри 
ямы на ее границах (см. формулу (7.6) для надбарьерного прохождения при 
k0 >> k). Когда величина Kt0 мала, необходимо N0 ≈ 1/Kt0 отражений от границы 
x = a, чтобы частица полностью покинула яму. Величина 

0 0
0 0 0

2 1 2
τ = =

t

a a N
Kv v  (7.64) 

есть полное время пребывания частицы в яме; 02 /a v  – время пролета частицы 
после отражения от границы в точке x = a до границы x = 0 и обратно. 

Таким образом, в состояниях с положительными энергиями, определяемы-
ми условиями k0a = nπ, частица живет в яме гораздо дольше ее времени пролета 
через яму. Такие состояния в непрерывном спектре называются виртуальными 



уровнями, или потенциальными резонансами. Их ширины определяются време-
нем жизни:  

0 0
0

0 0

.
2 2tE K

a aN
δ ≈ = =

τ
  v v

   (7.65) 

7.6. Эффект Рамзауэра 

Эффект Рамзауера (1921) является примером резонанса прозрачности при 
рассеянии электронов атомами благородных газов, таких как неон и аргон. 

Потенциальную энергию электрона в таком атоме приблизительно можно 
представить в виде прямоугольной ямы шириной порядка 2 · 10–8 см и с посто-
янной глубиной U0. Для очень медленных электронов, кинетическая энергия 
которых ~ 0,1 эВ, эффективная глубина и ширина ямы таковы, что наблюдается 
резонанс прозрачности. Таким образом, газ оказывается практически прозрач-
ным для электронов с такой скоростью. 

Действительно, резонанс возникает при λ0 = 2a = 4 · 10–8 см. Такой длине 
волны отвечает кинетическая энергия в яме (т. е. фактически глубина ямы) 
~ 9 эВ, и k0/k ~ 10, т. е. Kt0 ~ 0,4; N0 ~ 2–3. 
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Глава 8. Гармонический осциллятор. Квантовая теория 

8.1. Вариационный метод приближенных расчетов  

Вариационный метод вычисления энергии Е0 основного состояния систе-
мы базируется на использовании неравенства 

0
ˆ ,E H d∗≤ ψ ψ ξ∫  (8.1) 

где ψ – произвольная функция, удовлетворяющая условию нормировки 

1.∗ψ ψ ξ =∫ d

Действительно, разложив функцию ψ по собственным функциям оператора H 

0
,

∞

=

ψ = ϕ∑ n n
n

a

получаем 

2 2
0 0

0 0

ˆ ,
∞ ∞

∗

= =

ψ ψ ξ = ≥ =∑ ∑∫ n n n
n n

H d a E E a E

и чем ближе к истинной волновой функции ϕ0 окажется пробная функция ψ, 
тем ближе к E0 будет интеграл (8.1). 

Таким образом, вычисление энергии основного состояния квантовой си-
стемы сводится к вычислению минимума интеграла при варьировании норми-
рованной волновой функции.  

Практическое вычисление энергии основного состояния сводится к выбору 
пробной функции, содержащей некоторое число неизвестных параметров α, β... 
После вычисления интеграла  

( ) ( ) ( )ˆ, ... , , ... , , ...∗α β = ψ ξ α β ψ ξ α β ξ∫J H d   (8.2) 

определение значений нужных параметров сводится к отысканию минимума 
интеграла, т. е. к решению системы уравнений  

... 0.∂ ∂
= = =

∂α ∂β
J J

       (8.3) 

При удачном выборе вида пробной функции получаемое значение 

( )0 0, ...= α βE J     (8.4) 
будет близко к истинному значению E0 даже при сравнительно малом числе ис-
пользованных параметров. Волновая функция основного состояния системы 
будет приближенно совпадать с функцией ( )0 0 0, , ... .ψ ξ α β  Этот метод отыска-
ния энергии основного состояния носит название прямого вариационного ме-
тода, или метода Ритца.  
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Выбор пробных функций базируется на качественном анализе решений с 
учетом симметрии задачи. В случае удачного выбора пробной функции хоро-
шие результаты для энергии получаются уже при использовании одного пара-
метра. 

 
8.2. Линейный гармонический осциллятор. Вариационный метод 

 
Задача является очень важной и общей, поскольку, в частности, каждый 

атом в веществе колеблется около положения равновесия. Поскольку любой 
потенциал вблизи минимума (т. е. положения равновесия) можно аппроксими-
ровать параболой, то практически любые колебания вблизи положения равно-
весия можно считать гармоническими.  

Гамильтониан одномерного гармонического осциллятора имеет вид 
2 2

2 2
2

1 .
2 2

H m x
m x

∂
= − + ω

∂


                                    (8.5) 

Мы можем решить уравнение Шредингера  

( ) ( ) ( )
2 2

2 2
2

1 ,
2 2

H x m x x E x
m x

 ∂
ψ = − + ω ψ = ψ ∂ 



             (8.6) 

так как его можно преобразовать в стандартное дифференциальное уравнение 
Эрмита и найти энергии и волновые функции. Но мы здесь проиллюстрируем, 
как работает вариационный метод.  

Пробная волновая функция основного состояния выбирается из физиче-
ских соображений о свойствах системы (иными словами, из общего смысла или 
интуиции). Что мы можем сказать в рассматриваемом случае. В силу симмет-
рии относительно инверсии координат гамильтониана осциллятора волновая 
функция должна быть четной или нечетной. Кроме того, она в силу нормировки 
должна убывать на больших расстояниях до нуля, т. е. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 , 0.x xψ = ψ − ψ ∞ = ψ −∞ =                      (8.7) 

Еще волновая функция основного состояния должна быть локализована (иметь 
максимум) около положения равновесия. 

На рисунке 8.1 изображен потенциал гармонического осциллятора 

( ) 2 2 21 1 .
2 2

U x kx m x= ≡ ω  
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Область |x| > a на рис. 8.1 является классически недоступной. При |x| >> a 

имеем U(x) >> E, поэтому в уравнении Шредингера (8.6) можно пренебречь E, 
тогда оно сводится к следующему: 

2
2 21 ,

2 2
m x

m
′′ψ = ω ψ



                                       (8.8) 

т. е. каждое дифференцирование приводит к умножению функции на x. Таким 
свойством обладает функция exp(–x2). Поэтому в качестве пробной давайте ее и 
возьмем: 

( ) 2

0 .xx e−βψ = α                                           (8.9) 
Это функция Гаусса с двумя параметрами. Ее график приведен на рис. 8.2. 

Она удовлетворяет условиям (8.7). 
 

 
 

Вариационное условие (8.3) будет иметь вид 

( ) ( )0 0 0.x H x dx
∞

∗

−∞

∂
ψ ψ =

∂β ∫                                   (8.10) 

Здесь β является вариационным параметром, а коэффициент α находится из 
условия нормировки 

( ) ( ) 22 2 2
0 0 1

2

∞ ∞
∗ − β

−∞ −∞

π
ψ ψ = α = α =

β∫ ∫ xx x dx e dx                    (8.11) 

Рис. 8.1. Зависимость потенциальной энер-
гии U гармонического осциллятора от ко-
ординаты x. Область от –a до a является 
классически доступной. Классическое ос-
новное состояние – частица покоится в 
точке x = 0 

Рис. 8.2. График функции Гаусса (8.9) 
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(см. вычисление к уравнению (6.81)). Он равен 
1/ 42 ,β α =  π 

     (8.12) 

так что 

( ) 2
1/ 4

0
2 .xx e−ββ ψ =  π 

  (8.13) 

Ищем минимум интеграла 

( ) ( ) ( ) 2 2

2

1/ 2 2 2
2 2

0 0 0 2

1/ 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

2 1
2 2

2 1 12 .
2 2 8

x x

x

I x H x dx e m x e dx
m x

me x m x dx
m m m m

∞ ∞
∗ −β −β

−∞ −∞

∞
− β

−∞

 β ∂ β = ψ ψ = − + ω =   π ∂   

 β ω = β − β + ω = β −β +   π β   

∫ ∫

∫



   

 (8.14) 

Интегралы, содержащие x2 в соотношении (8.14), берутся по частям: 
2 2 2 2

1/ 2
2 2 2 2 21 1 .

4 4 4 4 2
x x x xx xx e dx de e e dx

∞∞ ∞ ∞
− β − β − β − β

−∞ −∞ −∞−∞

 π
≡ − = − + =  β β β β β 

∫ ∫ ∫  

(8.15) 
Дифференцируя интеграл (8.14) по параметру и используя условие минимума 
энергии системы (8.3), получаем 

2 2
0

2

1 0,
2 8

I m
m

∂ ω
= − =

∂β β


      (8.16) 

откуда 
1/ 4

0 0, .
2
m mω ω β = α =  π  

      (8.17) 

Следовательно, энергия основного состояния, определяемая как 

( ) ( ) ( )
2 2

0 0 0 0 0
0

1min min ,
2 8

mE x H x dx I
m

∞
∗

−∞

ω
= ψ ψ ≡ β = β +

β∫


равна 

0
1 ,
2

E = ω    (8.18) 

а волновая функция основного состояния имеет вид 

( )
21/ 4

2
0 .

m xmx e
ω

−ω ψ =  π 




     (8.19) 
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Из равенств (8.13, 8.15, 8.17) следует, что 

2

0

1 ,
4 2

x
m

= =
β ω



 (8.20) 

а эта величина характеризует неопределенность координаты частицы 2 2x x∆ = в 
основном состоянии, с другой стороны – по теореме о вириале имеем 

2 2 02 ,
2 2
E mp p m ω

∆ = = =


  (8.21) 

2
2 2 ,

4
p x∆ ∆ =



  (8.22) 

что соответствует минимальной величине в соотношении неопределенно-
стей (4.132), т. е. состояние, описываемое функцией (8.19), имеет минимальные 
разбросы координат и импульсов.  

Рассмотрим теперь первое возбужденное состояние ψ1(х). Волновая функ-
ция этого состояния должна удовлетворять тем же физическим требованиям, 
что и ψ0(х), кроме того, она должна быть еще ортогональна ψ0(х).  

Таким образом, имеем 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 10, 1x x dx x x dx
∞ ∞

∗ ∗

−∞ −∞

ψ ψ = ψ ψ =∫ ∫           (8.23) 

и 

( ) ( )1 1 1 .E x H x dx
∞

∗

−∞

= ψ ψ∫      (8.24) 

Функция, удовлетворяющая этим условиям, должна быть нечетна по х, 
чтобы первый интеграл в выражении (8.23) обращался в нуль, т. е., например,  

( ) 2

1 .xx xe−βψ = α      (8.25) 
Она изображена на рис. 8.3. 

Рис. 8.3. График нечетной функции ψ1(x); 
см. формулу (8.22) 
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Условие, соответствующее минимуму энергии (т. е. интеграла), 

( ) ( )1 1 1

∞
∗

−∞

= ψ ψ∫I x H x dx   (8.26) 

в этом случае будет иметь вид 
2 23 3 0,

2 8
m

m
 ∂ β ω

+ = ∂β β 



  (8.27) 

так что 
1/ 4 3/ 4

1 1
4, .

2
m mω ω   β = α =    π    

     (8.28) 

В результате 

( )
21/ 4 3/ 4

2
1 1

3 4, .
2

m xmE x xe
ω

−ω   = ω ψ =    π   






   (8.29) 

Вид волновых функций второго и более высоких возбужденных состояний 
можно найти, продолжая этот процесс. Каждая последующая волновая функция 
должна быть нормирована и ортогональна всем предыдущим нижним состоя-
ниям. И хотя число условий при этом возрастает, в принципе, этот метод можно 
распространить на сколь угодно высокие состояния.  

Общее решение имеет вид 
1 ,
2nE n = + ω 

 
  

( ) ( )
21/ 4 1/ 2

1/ 2
2!2 .
m xn

n n
m mx n H x e

ω
−−   ω ω   ψ =       π      



 

  (8.30) 

Здесь Hn(ξ) – полиномы Эрмита. Их вид можно найти в справочниках по специ-
альным функциям.  

8.3. Линейный гармонический осциллятор. 
Представление чисел заполнения 

В силу важности этой задачи рассмотрим ее с другой точки зрения. Заме-
тим, что оператор энергии является квадратичной функцией координат и им-
пульсов: 

2 2
2 2 2ˆ ˆ1 .

2 2 2 2
p p mH m x x
m m

 ω
= + ω ≡ ω + ω 



 
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Преобразуем его, не фиксируя пока определенного представления. Введем 
следующие операторы: 

ˆ1 ,
2

m pa x i
m

 ω
= +  ω 



                                    (8.31) 

† ˆ1 .
2

m pa x i
m

 ω
= −  ω 



                                     (8.32) 

Очевидно, 

[ ]† † 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ , 1.
2 2
   − = − + − − = =   
       

i i i i iaa a a xp px xp px p x      (8.33) 

Также из определения операторов (8.31, 8.32) имеем  

( )† † .
2

H aa a aω
= +


                                       (8.34) 

Введем еще оператор †ˆ .N a a=  Он удовлетворяет следующим перестано-
вочным соотношениям:  

[ ] † † † †, , , . = − = = a N aa a a aa a N a a                        (8.35) 

Тогда гамильтониан приводится к виду 
1ˆ .
2

H N = ω + 
 

                                              (8.36) 

Поскольку наш гамильтониан – оператор положительной величины, собствен-
ные значения Н не могут быть отрицательными. То есть спектр Н ограничен 
снизу. Кроме того, заранее очевидно, что спектр должен быть чисто дискрет-
ным. 

Аналогичными свойствами должен обладать и спектр ˆ .N  Удобно решать 
задачу в том представлении, в котором оператор N̂ изображается диагональной 
матрицей. Обозначим через |n〉 собственный вектор оператора ˆ ,N  так что 

ˆ ,N n n n=                                              (8.37) 
тогда собственные значения энергии будут равны 

1 .
2nE n = ω + 

 
                                           (8.38) 

Подействуем оператором a на состояние |n〉 и выясним, какими свойствами 
обладает состояние a|n〉. Применим к нему оператор N. Получаем  

( ) ( )† †ˆ 1 ,Na n a aa n aa a a n an n a n n a n= = − = − = −  



161

 

т. е. 
1 .na n C n= −      (8.39) 

Аналогично, используя соотношения (8.35), имеем 

( ) ( )† † † †ˆ ˆ 1= + = +Na n a a N n n a n
и 

† 1 .na n C n′= +       (8.40) 
Таким образом, видим, что оператор a  понижает собственное значение 

оператора N̂ на единицу, а оператор †a повышает его на единицу. Отсюда сле-
дует, что, исходя из минимального собственного значения nmin, мы можем по-
лучить весь спектр ˆ ,N  последовательно прибавляя единицу. Значение nmin мы
определим далее из условия невозможности его понижения с помощью опера-
тора а. 

Нетрудно заметить из равенств (8.39) и (8.40), что 
†1 , 1 ,n nC n a n C n a n′= − = +  (8.41) 

а поскольку по определению эрмитова сопряжения †1 1 ,n a n n a n ∗+ = + то 

1.
∗
+′ =n nC C        (8.42) 

Для того чтобы найти Cn, напишем соотношение 
2† †

11 1 ,−′= = = − − = =n n nn n N n n a a n n a n n a n C C C  (8.43) 
откуда 

.n nC C n= =     (8.44) 
Мы положили фазу Сn нулем, поскольку она не влияет на физические ре-

зультаты. В итоге имеем 
†1 , 1 1 .a n n n a n n n= − = + +     (8.45) 

Рассматривая первое из этих выражений, легко видеть, что процесс пони-
жения собственных значений прекращается лишь в том случае, если среди них 
есть нуль. Он и является минимальным собственным значением: nmin = 0. Таким 
образом, выясняется, что спектр оператора N̂  – целочисленный: n = 0, 1, 2… 
Собственный вектор 0  основного состояния с n = 0 определяется из условия 

0 0.a =                                              (8.46) 
Соответствующую собственную функцию в координатном представлении 

легко найти, используя координатное представление (8.31) для оператора a: 
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0
ˆ

0
 ω

+ ψ =  ω 



m px i
m   (8.47) 

или 

0 0 0.d m x
dx

ω
ψ + ψ =



     (8.48) 

Переписав формулу (8.48) в виде 

0ln ,d m x
dx
ψ ω

= −


   (8.49) 

видим, что 

2
0ln ln

2
ω

ψ = − +


m x B  и 
2

2
0 ,

ω
−

ψ = 

m x
Be

где B – произвольная константа. Нормированное решение уравнения (8.48) сов-
падает с решением уравнения (8.19), которое мы получили ранее: 

( )
21/ 4

2
0 .

m xmx e
ω

−ω ψ =  π 




    (8.50) 

Пользуясь повышающим оператором † ,a  мы можем выполнить рекур-
рентное построение всех собственных функций: 

† † †0 1 1 , 1 2 2 , 2 3 3 ...= = =a a a  (8.51) 
В результате 

( )†

0 .
!

n
a

n
n

=   (8.52) 

В координатном представлении введем для удобства в оператор 

† ˆ1
2
 ω

= −  ω 



m pa x i
m

безразмерную переменную 

0

,m xx
a

ω
ξ = ≡



 (8.53) 

где a0 – амплитуда колебаний классического осциллятора (см. равен-
ства (6.104)) с энергией, равной энергии / 2ω  основного состояния квантового 
осциллятора; она в 2  отличается от среднего разброса координаты (8.20) 
в основном состоянии. 
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Тогда 

0

ˆ ,d d d d dp i i i m i
dx dx d d a d

ξ
= − = − = − ω = −

ξ ξ ξ
      (8.54) 

( )
21/ 4

2
0 ,m e

ξ
−ω ψ ξ =  π 

      (8.55) 

где сохранена нормировка по x, т. е. 

( ) 2
1/ 2 1/ 2

2

0 1.m mdx d e
−

−ξω ω   ψ ξ = ξ =   π   ∫ ∫
 

 

В результате 

† ˆ1 1 ,
2 2

m p da x i
dm

   ω
= − = ξ −     ξω   



  (8.56) 

и для произвольного состояния |n〉 получаем 

( )

( )

2

2

1/ 4
2

1/ 4
2

1
2 !

1 ,
2 !

n

n n

nn

m dn e
dn

m e H
n

ξ
−

ξ
−

 ω ψ ξ ≡ ξ = ξ − ≡   π ξ   

ω ≡ ξ π 





 (8.57) 

где ( )nH ξ  – уже упоминавшиеся ранее полиномы Эрмита (см. соотноше-
ние (8.30)). 

Указание квантового числа n полностью определяет стационарное состоя-
ние линейного осциллятора. Поскольку изменение энергии осциллятора проис-
ходит порциями, кратными ħω, давайте назовем минимальную порцию 
(квант) ħω фононом, основное состояние осциллятора с n = 0 – вакуумным со-
стоянием (с нулем фононов), возбужденное состояние с n = 1 – однофононным; 
с n = 2 – двухфононным и так далее, т. е. каждый квант возбуждения колебаний 
осциллятора будет называться фононом. Тогда квантовое число n будет опре-
делять число фононов в соответствующем состоянии. 

Все фононы имеют одинаковую энергию. Стационарное состояние полно-
стью определяется указанием числа фононов.  

Таким образом, оператор N̂ приобретает смысл оператора числа фононов, а 
его собственные состояния n  будут определять так называемое представление 
чисел заполнения. 

Операторы †a  и а действуют на состояния, изменяя числа заполнения n 
(числа фононов). При этом оператор а уменьшает число фононов на единицу и 
называется оператором уничтожения фонона. Оператор †a  увеличивает число 
фононов на единицу и называется оператором рождения фонона. 
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8.4. Трехмерный осциллятор в декартовой системе координат 

В классической теории этот случай отличается от случая линейного осцил-
лятора только тем, что общим типом движения являются не прямолинейные, а, 
например, эллиптические колебания. Квантовая механика пространственного 
осциллятора сводится в общем случае (анизотропный осциллятор) к решению 
уравнения Шредингера вида 

2 2
2 2 2 2 2 2
1 2 3

1 1 1
2 2 2 2

 ∇
ψ = − + ω + ω + ω ψ = ψ 

 

H m x m y m z E
m  (8.58) 

с граничным условием ψ = 0 на бесконечности, т. е. ψ(x, y, z) → 0 при x → ∞, 
y → ∞, z → ∞. Если, как это имеет место в настоящем случае, потенциальная 
энергия U, как и оператор ∇2, сводится к сумме членов, каждый из которых со-
держит только одну координату, то составляющая движения, соответствующая 
этой координате, может рассматриваться как независимое одномерное движе-
ние. Этот результат можно обобщить на случай произвольной системы коорди-
нат. При этом волновая функция будет произведением одномерных волновых 
функций аналогично случаю, рассмотренному в разделе 2 (см. выраже-
ния (2.58–2.60)). 

Действительно, подставляя функцию ψ(x, y, z) = ψx(x) ψy(y) ψz(z) в уравне-
ние (8.58), а затем поделив на ψ, получим 

222 2
2 2 2 2
1 22 2

22
2 2
32

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 .
2 2

yx

x y

y

z

m x m y
m x m y

m z E
m z

 ∂ ψ ∂ ψ
− + ω + − + ω +    ψ ∂ ψ ∂   

 ∂ ψ
+ − + ω =  ψ ∂ 

 



   (8.59) 

Так как х, у и z являются независимыми переменными, то каждый член, заклю-
ченный в скобки, должен быть постоянным (в противном случае он зависел бы 
от переменных других членов, поскольку сумма постоянна, которые в него не 
входят). Обозначая эти постоянные через Ex, Eу, Ez, мы приходим к трем урав-
нениям вида (8.6) для трех независимых линейных осцилляторов с энергиями 
Ex, Eу, Ez, причем E = Ex + Eу + Ez, что соответствует аддитивности энергии. Та-
ким образом, используя выражения (8.57) и (8.53), получаем решения уравне-
ния Шредингера (8.58) для трехмерного осциллятора, которые имеют вид 

( )

2 2 2

2 2 2

1/4

3 2 2 2

1
2

1 1, ,
2 ! ! !

,

+ +

 
 − + +
 
 

 
ψ = ×  π 

    
×           

x y z x y z

x y z

x x x

n n n n n n
x y z x y z

x y z
a a a

n n n
x y z

x y z
a a a n n n

x y ze H H H
a a a

 (8.60) 
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где 

1 2 3, , , , , .= ≡
ω


i

i

x
x

a x x x x y z
m  (8.61) 

Соответственно, энергии трехмерного осциллятора равны 
1 1 1 .
2 2 2

     = + ω + + ω + + ω     
     

  

y zn n x x y y z zE n n n          (8.62) 

В частном случае так называемого изотропного осциллятора при ωx = ωy = 
= ωz = ω и, соответственно, ax = ay = az = a формулы (8.60, 8.62) сводятся к 

( )

2

2

3/4

2

2

1 1, ,
2 ! ! !

,

+ +

−

 ψ = × π 

     ×      
     



x y z x y z

x x x

n n n n n n
x y z

r
a

n n n

x y z
a n n n

x y ze H H H
a a a

  (8.63) 

3 3 ,
2 2

.

x y zn n n x y z

x y z

E n n n N

N n n n

   = + + + ω ≡ + ω   
   

= + +

 

 (8.64) 

Как видим, по форме выражение для энергии (8.64) практически совпадает 
с выражением (8.38) для линейного осциллятора, но имеется существенное от-
личие. В случае линейного осциллятора различные стационарные состояния 
(характеризуемые значениями одного квантового числа n) соответствуют раз-
личным значениям энергии, т. е. уровни энергии являются невырожденными. В 
рассматриваемом же случае для получения одного и того же значения энергии, 
определяемого квантовым числом N = nx + ny+ nz, есть ряд возможностей вы-
брать три целых числа nx, ny, nz так, чтобы получить данное целое число N. Это 
означает, что уровни трехмерного осциллятора вырождены. Например, если ос-
новное состояние с N = 0 можно получить единственным способом, когда все 
ni = 0, т. е. оно не вырождено, то уже для первого возбужденного состояния 
(N = 1) может быть три варианта: nx = 1, ny = nz = 0; ny = 1, nx = nz = 0 и nz = 1, 
nx = ny = 0. Это три различных состояния колебаний, отвечающих движению в 
направлениях х, у и z соответственно. Они имеют одинаковую энергию, т. е. яв-
ляются вырожденными. Число вырожденных состояний, принадлежащих к од-
ному уровню энергии, называется кратностью вырождения этого уровня. 
Следовательно, первый возбужденный уровень трехмерного изотропного ос-
циллятора является трижды вырожденным.  

Для более высоких возбужденных состояний имеется еще больше комби-
наций из трех чисел, сумма которых определяет данный уровень. Можно легко 
найти число возможных комбинаций трех положительных чисел, составляю-
щих заданное число N и в общем случае. Очевидно, имеется N + 1 возможно-



стей выбора первого числа, скажем r = 0, 1, …, N, второе можно выбрать между 
0 и N – r, следовательно, для него имеется N – r + 1 возможностей, при этом 
третье число определяется без вариантов. Поэтому кратность вырождения wN 
уровня с квантовым числом N равна 

( ) ( ) ( ) ( )( )2

0

1 11 1 1 1 2 .
2 2=

= − + = + − + = + +∑
N

N
r

w N r N N N N N    (8.65) 

Кратность вырождения нескольких первых уровней показана на рис. 8.4. 

Рис. 8.4. Энергетические уровни гармонического осциллятора: слева показаны 
квантовые числа линейного осциллятора; справа – значения его анергий, а также 
энергии EN, квантовые числа N и степени вырождения wN уровней трехмерного 

изотропного осциллятора 
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Глава 9. Фононы в одномерном кристалле 

9.1. Система связанных осцилляторов и нормальные моды колебаний 
(классическое рассмотрение) 

9.1.1. Колебания двух связанных маятников 

Рассмотрим систему двух одинаковых маятников с длинами l и массами m, 
расположенных на расстоянии a друг от друга и связанных при помощи пружи-
ны с жесткостью ks, как изображено на рис. 9.1. Полагаем, что длины маятников 
достаточно велики, чтобы считать, что массы перемещаются вдоль оси x. Коор-
динаты масс обозначим X1 и X2, тогда их смещения от положений равновесия 
(равных 0 и a соответственно) будут равны x1 = X1 и x2 = X2 – a. 

При отсутствии связи (пружинки, или что эквивалентно ks = 0) имеем два 
независимых уравнения движения маятников, которые выглядят так: 

2
1 0 1

2
2 0 2

,

,

x x
x x
= −ω

= −ω





  (9.1) 

где частота колебаний маятников определяется 

0 .g
l

ω =       (9.2) 

Как мы уже отмечали (см. соотношения (6.102)), пружинке с жесткостью ks 
соответствует собственная частота колебаний ωs = (ks/m)1/2. При x1 ≠  x2 возник-
нет добавочная сила от растяжения или сжатия этой пружины, причем эта сила 
будет возвращающей для обеих масс и равна по величине ks|x2 – x1|, где 
|x2 – x1| − изменение длины пружинки, т. е. при наличии связи уравнения стано-
вятся такими: 

( )
( )

2 2
1 0 1 2 1

2 2
2 0 2 2 1

,

.

= −ω + ω −

= −ω − ω −





s

s

x x x x

x x x x     (9.3) 

Рис. 9.1. Система двух связанных при помощи пружин-
ки маятников, состоящих из точечных масс, подвешен-
ных на концах жестких невесомых нитей длиной l: T – 
натяжения нитей; F1 = T + mg – сила, возвращающая 
первую массу к положению равновесия. В силу мало-
сти углов отклонения θ маятников можно считать 
силу F1 направленной по x, а ее величину F1 = mg θ = 
= mgx1/l, аналогично для второго маятника F2 = mgx2/l 
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Складывая их и вычитая одно уравнение из другого, получим 

( ) ( )

( ) ( )( )

2
2 1 2

0 2 12

2
2 1 2 2

0 2 12

,

2 .s

d x x
x x

dt
d x x

x x
dt

+
= −ω +

−
= − ω + ω −

                          (9.4) 

Результатом явились два новых независимых уравнения, которые описы-
вают независимые колебания величин (x1+ x2) и (x2 – x1), но уже с разными ча-
стотами. 

Новые переменные 

 1 2 1 2,
2 2
+ −

= ∆ =c
x x x xx                                      (9.5) 

называются нормальными координатами. Их колебания называются нормаль-
ными модами колебаний. Уравнения (9.4) в новых координатах приобретают 
вид 

2
2
12

2
2
22

,

.

c
c

d x x
dt

d
dt

= −ω

∆
= −ω ∆

                                              (9.6) 

Общее решение этих уравнений нам известно: 

( )
( )

0 1 1

0 2 2

cos ,

cos .
cx a t

t

= ω +ϕ

∆ = ∆ ω +ϕ                                       (9.7)   

Заметим, что старые координаты, описывающие движение каждого из маятни-
ков, являются суперпозициями новых: 

1 2, .c cx x x x= −∆ = + ∆                                   (9.8) 
Таким образом, видим, что каждый из маятников участвует в колебаниях с 

разными частотами, отвечающими разным модам колебаний.            
В рассматриваемом случае нормальные координаты имеют простой физи-

ческий смысл: xc есть не что иное, как смещение центра масс двух грузиков от-
носительно средней точки a/2. Действительно, при равных массах координата 
центра масс Xc двух маятников 

  
1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

.
2 2 2 2c c

m X m X X X x x a aX x
m m
+ + +

= = = + = +
+               (9.9) 

Координата ∆ отражает изменение расстояния между грузиками маятника по 
сравнению с a: 

1 2 1 22 .x x X X a∆ = − = − +                                      (9.10) 
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На рисунке 9.2 изображена первая (симметричная, мягкая) мода колеба-
ний, когда испытывает колебания лишь положение центра масс, а расстояние 
между маятниками не меняется: ∆ = 0 (координата ∆ находится в состоянии по-
коя). 

 

  
 

На рисунке 9.3 изображена вторая (антисимметричная, жесткая) мода ко-
лебаний, когда испытывает колебания лишь расстояние ∆ между маятниками, а 
их центр масс покоится, его положение неизменно: xc = 0. Жесткость пружинки 
увеличивает возвращающую силу, действующую на грузики маятников, поэто-
му частота второй моды колебаний выше частоты несвязанных маятников 

2 2
2 0 2 .sω = ω + ω  Поэтому говорят, что вторая мода колебаний является более 

жесткой по сравнению с первой (мягкой) модой. 
 

  
 

Заметим, что задача о двух связанных маятниках очень похожа на задачу о 
системе с двумя вырожденными уровнями. Как мы видели, любое добавочное 
взаимодействие приводит к полному перемешиванию уровней: возникают сим-
метричная и антисимметричная комбинации состояний, которые имеют разные 
энергии. То есть происходит расщепление вырожденного уровня. Точно так же, 
как в нашей задаче о маятниках, появились симметричная и антисимметричная 
моды колебаний с разными частотами.  

Рис. 9.2. Возбуждена только первая (мягкая) мода 
колебаний. Изменяется положение центра масс. Рас-
стояние между маятниками постоянно. Маятники 
колеблются в фазе, пружинка находится в положении 
равновесия и никак не влияет на колебания. Частота 
этой моды колебаний совпадает с частотой несвязан-
ных маятников ω1 = ω0 
 

Рис. 9.3. Возбуждена только вторая (жесткая) мо-
да колебаний. Изменяется расстояние ∆ между 
маятниками, положение центра масс постоянно:  
xc = 0. Маятники колеблются в противофазе  
x1 = –x2. Частота этой моды колебаний из-за нали-
чия пружинки выше частоты несвязанных маят-
ников 2 2

2 0 2 sω = ω + ω  
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Как мы уже отмечали, потенциальная энергия осциллятора с массой m и 
частотой ω есть 

2 2 2

( ) ,
2 2

kx m xU x ω
= =  

так что полная энергия двух связанных (т. е. взаимодействующих) осциллято-
ров будет равна 

( ) ( ) ( )
2 2

22 2 2 20
1 2 1 2 2 1 .

2 2 2
ω ω

= + + + + − 

sm mmЕ x x x x x x             (9.11) 

Здесь первое слагаемое представляет собой кинетическую энергию двух маят-
ников, второе – их потенциальную энергию, а третье – энергию пружинки, т. е. 
энергию взаимодействия маятников.  

Как нетрудно видеть из определения нормальных координат (9.5), 

( )2 2 2 2
1 2 / 2.cx x x+ ∆ = +                                         (9.12) 

Поэтому выражение (9.11) для энергии в нормальных координатах принимает 
вид 

( ) ( )
( )

2 2
2 2 2 2 20

2 2 22 2 2 2
00

2 42
2 2 2

2 22 2 2 .
2 2 2 2

s
c c

sc c

m mmЕ x x

mm x m x m

ω ω
= + ∆ + + ∆ + ∆ ≡

ω + ω ∆ω ∆
≡ + + +









                (9.13) 

Таким образом, путем перехода к нормальным координатам получаем вы-
ражение (9.13) для энергии двух независимых осцилляторов с удвоенной мас-
сой и разными частотами. 

В общем случае каждый из маятников будет участвовать в колебаниях 
обоих типов. Возбуждение различных мод колебаний определяется начальными 
условиями. Поскольку разные моды имеют разные частоты, между ними возни-
кают биения, которые приводят к периодическому изменению амплитуд коле-
баний каждого из маятников.  

Для примера: отклоним один из маятников, удерживая другой, а затем от-
пустим, т. е. начальные условия в таком случае будут выглядеть следующим 
образом: 

( ) ( ) ( ) ( )1 10 2 1 20 , 0 0; 0 0 0.x x x= = = =v v                     (9.14) 
Общее решение имеет вид  

( ) ( )
( ) ( )

2 0 1 1 0 2 2

1 0 1 1 0 2 2

cos cos ,

cos cos .
c

c

x x a t t

x x a t t

= + ∆ = ω +ϕ + ∆ ω +ϕ

= −∆ = ω +ϕ −∆ ω +ϕ              (9.15) 
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Начнем с двух последних начальных условий (9.14). Они дают 

( )
( )

2 0 1 1 0 2 2

1 0 1 1 0 2 2

0 sin sin 0,

0 sin sin 0.

x a

x a

= − ω ϕ −∆ ω ϕ =

= − ω ϕ + ∆ ω ϕ =





Складывая эти уравнения, получаем 0 1 1sin 0,a ω ϕ =  т. е. при a0 ≠ 0 имеем 1 0.ϕ =  
Вычитая первое уравнение из второго, точно так же получим, что и 2 0.ϕ =  

С учетом этого из первых двух начальных условий следует, что 

( )
( )

2 0 0

1 0 0 10

0 0,

0 ,

x a

x a x

= + ∆ =

= −∆ =   (9.16) 

откуда имеем 
10

0 0 .
2

xa = −∆ =    (9.17) 

В результате наше решение приобретает вид 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1 2 110
2 1 2 10

2 1 2 110
1 1 2 10

cos cos sin sin ,
2 2 2

cos cos cos cos .
2 2 2

t txx t t x

t txx t t x

ω −ω ω +ω
= ω − ω =

ω −ω ω +ω
= ω + ω =

  (9.18) 

Рассмотрим случай, когда маятники связаны слабо, т. е. при ωs << ω0, тогда 
2 2 2

2 2
1 0 0 0 02 2

0 0 0

22 1 1
 ω ω ω

ω = ω + ω = ω + ≈ ω + = ω + ω ω ω 
s s s

s  (9.19) 

и 
2

2 1 2 1 0
0

, 2 ,s
s

ω
ω −ω ≈ ω ω +ω ≈ ω

ω
   (9.20) 

так что 

( )

( )

2

2 10 0 2 0
0

2

1 10 0 1 0
0

sin sin sin ,
2

cos cos cos .
2

s

s

tx x t A t t

tx x t A t t

ω
= ⋅ ω = ω

ω

ω
= ⋅ ω = ω

ω

 (9.21) 

Видим, что оба маятника колеблются с одинаковой невозмущенной часто-
той ω0 и медленно изменяющимися амплитудами, причем в начальный момент 
времени, когда мы запустили первый маятник, его амплитуда была x10, ампли-
туда второго равнялась нулю. Но с течением времени амплитуда колебаний 
первого маятника постепенно убывает, тогда как амплитуда второго возрастает. 
Это происходит до тех пор, пока вся энергия первого маятника не перейдет 
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ко второму маятнику. Далее история повторяется: второй маятник начинает 
раскачивать первый и т. д. Таким образом будет происходит периодическая пе-
рекачка энергии от одного маятника к другому и наоборот. Очень похожие ос-
цилляции происходят и в квантовой системе с двумя уровнями, которые мы об-
судили в разделе 3.5. В частности, такая ситуация имеет место при дифракции 
частиц или рентгеновских лучей в совершенных кристаллах, где происходит 
периодическая перекачка между прямым и дифрагированным пучками, кото-
рую так и называют – маятниковый эффект. 

 
9.1.2. Колебания струны 

 
Под струной длиной L мы будем понимать систему N точечных грузиков 

(атомов), расположенных на расстоянии a = L/N друг от друга на натянутой не-
весомой нити (например, цепочка атомов в кристалле), как изображено на 
рис. 9.4.  

 

 
 

Рис. 9.4. Колебания масс, прикрепленных к натянутой нити. С увеличением их числа 
приходим к колебаниям одномерной струны. Число мод колебаний совпадает с коли-

чеством масс, поскольку число координат (степеней свободы) не изменяется 
 

Начнем рассмотрение с одного грузика посередине нити. В этом случае 
при малом отклонении грузика в вертикальном направлении (см. строку 1 на 
рис. 9.4) возвращающая сила будет 

sin ,TF T u u
L

= − θ = − ≡ −k  
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где T – натяжение нити; k = T/L – поперечная упругая константа (жесткость); 
ω1 = (T /Lm)1/2. Далее добавим еще один грузик (строка 2 на рис. 9.4), получим 
систему, аналогичную двум связанным маятникам. Имеем две моды колебаний: 
колебания центра масс (грузики колеблются в фазе) и колебания в противофазе, 
когда центр масс остается на месте, причем эта мода более жесткая, поскольку 
возвращающая сила больше (смещение происходит на расстоянии ~ L/2, а не L, 
как в случае первой моды). 

Постепенно увеличивая число грузиков на нити, придем к картине, изоб-
раженной в строке N рис. 9.4, где число мод колебаний совпадает с числом гру-
зиков, причем жесткость моды (частота колебаний) увеличивается с ростом но-
мера моды в силу уменьшения расстояния, на котором происходят смещения 
масс (атомов). Каждый атом будет участвовать в колебаниях, принадлежащих 
всем модам, с разными частотами. Положение n-го атома в цепочке будем опи-
сывать координатой xn. Обозначив через ui смещение атома, обусловленное его 
участием в i-й моде колебаний с частотой ωi, для n-го атома можем написать  

( )

( ) ( )

0 0

0

2, sin sin sin sin

sin , , .
2

− ∗ −

π
= ω ≡ ω =

λ

 = ω − ≡ ω + ω 
i n i n

n
i n i i i i n i

i

ik x ik x ikx ikxi
i q q

xu x t u t u k x t

u t e e U t e U t e
i

          (9.22) 

В результате получили совокупность бегущих по цепочке в разных 
направлениях волн с частотами ω, которые возрастают с уменьшением длины 
волны λ (т. е. с увеличением волнового вектора k). Как мы увидим ниже при 

, ,λ ω = d sk  где s – скорость звука (упругой волны). 
 

9.2. Упругие волны в кристалле 
 

При помощи одной координаты можно описать смещение не только от-
дельных атомов, но и плоскостей кристалла из положения равновесия. Такая 
задача также носит одномерный характер. Для каждого волнового вектора k в 
этом случае имеется три типа решений: одно решение с продольной поляриза-
цией (рис. 9.5а), когда смещения плоскостей перпендикулярны самим плоско-
стям, и два – с поперечной поляризацией (рис. 9.5б), когда смещения парал-
лельны плоскостям. 
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Рис. 9.5. Продольные (а) и поперечные (б) колебания плоскостей (которые нуме-
руются целым числом s) около положений равновесия в кристалле. Поперечные 
колебания могут происходить в двух направлениях: в плоскости рисунка, как 
изображено справа, или перпендикулярно этой плоскости. Величина us представ- 

ляет собой смещение s-й плоскости от ее положения равновесия  

Мы предполагаем, что сила, действующая на плоскость s, вызванная сме-
щением плоскости s + p, является упругой, т. е. пропорциональна разности 
us + p – us их смещений. Для краткости будем рассматривать только наиболее 
существенные взаимодействия с ближайшими соседями: p = ±1. Суммарная 
возвращающая сила, действующая на плоскость s от плоскостей s ± 1 (закон 
Гука), – 

( ) ( )1 1 .+ −= γ − + γ −s s s s sF u u u u      (9.23) 

Силовая (упругая) константа γ будет разной для продольных и поперечных 
волн. В дальнейшем удобно рассматривать γ, отнесенную к одному атому плос-
кости, так, что Fs – это сила, действующая на один атом в s-й плоскости. Тогда 
уравнение движения атома в этой плоскости s будет иметь вид 

( )
2

1 12 2 .+ −= γ + −s
s s s

d um u u u
dt    (9.24) 

Будем искать решение, зависящее от времени, как ( )~ exp ,su i t− ω  тогда 
уравнение (9.24) переходит в 

( )2
1 1 2 .+ −− ω = γ + −s s s sm u u u u     (9.25) 

Это уравнение в конечных разностях для смещений us, оно похоже на диффе-
ренциальное, поэтому попробуем искать решения в виде бегущей волны: 

( )1
1 ,± ±

± = =i s Ka isKa iKa
su ue ue e  (9.26) 

где a – расстояние между плоскостями; K – волновой вектор (a различно для 
разных направлений K). Подставляя соотношение (9.26) в уравнение (9.25), по-
лучим 
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( )2 ( 1) ( 1) 2 .+ −− ω = γ + −isKa i s Ka i s Ka isKam ue ue ue ue

Для u ≠ 0 (условие существования ненулевого решения). Сокращая в обеих ча-
стях уравнения ( )expu isKa , получим

( ) ( )2 2 2 cos 1 .iKa iKam e e Ka−− ω = γ + − = γ −  (9.27) 

Выражение (9.27) есть не что иное, как уравнение дисперсии (которое опи-
сывает связь ω(K) между частотой и волновым вектором) для полученной вол-
ны, распространяющейся вдоль цепочки: 

, .− ω − − ω −= ≡ =i t iKsa i t iKx
su ue ue x sa   (9.28) 

Его можно представить в виде (обозначив массу атома как М) 

( )2 22 41 cos sin
2

γ γ
ω = − =

KaKa
M M  (9.29) 

или 
4 sin .

2
Ka

M
γ

ω =   (9.30) 

На рисунке 9.6 представлен вид дисперсионной кривой. 

Рис. 9.6. Дисперсионная кривая зависимости ( )/ 4 sin / 2M Kaω γ = . Область
изменения волнового вектора K от –π/a до +π/a называется первой зоной Бриллюэна 

Заметим, что ω(0) = 0. Таким свойством обладают так называемые акусти-
ческие колебания. Область K << 1/a (или λ >> a) соответствует так называемому 
континуальному приближению (сплошная среда), здесь дискретная структура 
цепочек атомов несущественна. В этом случае из равенства (9.30) имеем 
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2 2

, ,γ γ
ω = = =

a aK sK s
M M     (9.31) 

где s – скорость звука в сплошной среде. При линейном законе дисперсии фазо-
вая и групповая скорости совпадают: vφ = vg = s (см. выражения (2.13, 2.21)). 

9.2.1. Зоны Бриллюэна 

Спрашивается, какая область значений K имеет физический смысл для 
рассматриваемых упругих волн (фононов) в кристалле. Рассмотрим отношения 
смещений соседних плоскостей. Имеем 

( 1)
1 .

+ − ω
+

− ω= =
i s Ka i t

s iKa
isKa i t

s

u ue e e
u ue e    (9.32) 

Область значений фазы Ka от –π до +π включает все независимые значения 
этого отношения. Поскольку волны могут распространяться и вправо, и влево, 
то область всех независимых K можно определить как −π ≤ ≤ πKa  или  

.K
a a
π π

− ≤ ≤    (9.33) 

Эта область значений K называется первой зоной Бриллюэна линейной решетки. 
Предельные значения K на границах зоны равны 

max
π

= ±K
a      (9.34) 

и имеют значения порядка 108 см–1, поскольку минимальные расстояния между 
атомами в веществе имеют порядок 10 –8 см.  

Если K лежит вне пределов первой зоны, в этом случае имеется соответ-
ствующий вектор 

целое число,
2 ,nK K n

a
π′ = − −   (9.35) 

который находится внутри этой зоны, так что будем иметь 

1 2 2 ,+ ′π − π= ≡ ≡s iKa i n iKa i n iK a

s

u
e e e e

u  (9.36) 

поскольку ( )exp 2 1.i nπ =  
Таким образом, все смещения могут быть описаны волновым вектором 

внутри первой зоны (который может быть получен вычитанием соответствую-
щего так называемого вектора обратной решетки G = 2πn/a). На рисунке 9.7 
показаны две волны с разными волновыми векторами, изображающие одинако-
вые смещение атомов в кристалле. 
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Рис. 9.7. Волна, представленная сплошной кривой, не содержит никакой дополни-
тельной информации о смещениях атомов по сравнению с волной, заданной  
пунктирной кривой. Для представления реального движения атомов необходимы  
                                              только длины волн больше 2a 

 
Заметим, что на границе зоны решение имеет вид 

( ) ( ) ( )maxexp exp 1 ,s
su u isK a u is u= = ± π = −                       (9.37) 

т. е. становится не бегущей, а стоячей волной. Этот факт отражается также и в 
величине групповой скорости, которая, как следует из равенств (9.30, 9.31), 
определяется как 

cos
2

ω
= =g

d Kas
dK

v                                                   (9.38) 

и обращается в нуль на границах зоны Бриллюэна при Ka = ±π. 
 

9.3. Колебания атомов в одномерном кристалле (квантовая теория) 
 

Пусть кристалл состоит из конечного числа N одинаковых нейтральных 
атомов массы m, равновесные положения которых определяются вектором n: 

n = nа,  n = 0, 1, 2, …, N, 
где a – расстояние между соседними равновесными положениями атомов, дли-
на всей цепочки атомов будет равна L = Na.  

Направим ось х вдоль вектора a и обозначим через un смещение из равно-
весного положения атома, занимающего узел n. При учете взаимодействия 
только соседних атомов потенциальная U и кинетическая T энергии колебаний 
атомов будут равны 

( )2 2, .
2 2−

γ
= − =∑ ∑ 

mU u u T un n a n
n n

                              (9.39) 

Для упрощения вычислений введем циклические граничные условия  
.+= Nu un n a                                                            (9.40) 

От смещений отдельных атомов перейдем к нормальным координатам Ak, кото-
рые определим с помощью преобразования  

( )из вещественности
1 ,  ,∗

−= =∑ iu A e A A u
N

kn
n k k k n

k
        (9.41) 
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где суммирование выполняется по всем N значениям волнового вектора k, кото-
рые определяются из условий цикличности (9.40), которые с учетом выраже-
ний (9.41) могут быть записаны как 

( )+= i Nie e kn k akn

или 

( )2 , 0, 1, ..., / 2 1 , / 2.= πκ κ = ± ± − +N N Nk a   (9.42) 
Поскольку вектор k направлен вдоль цепочки атомов (т. е. вдоль n), то можем 
написать 

2

2 2 , 0, 1, ..., / 2.πκ πκ
= ≡ κ = ± + N

Na Na a
ak a   (9.43) 

Таким образом, величина k лежит в пределах 

.k
a a
π π

− < ≤     (9.44) 

Для длин волн из соотношений (9.43) следует, что 
2 ,Na
kκ

π
λ = =

κ  (9.45) 

т. е. 1 /2, ..., 2 .λ = λ =NNa a  Из-за условий цикличности на длине L всего кри-
сталла, L = Na, должно укладываться целое число длин волн (а не полуволн, в 
отличие от изображенных на рис. 9.4, где мы в качестве граничных условий ис-
пользовали закрепленные концы струны: 0+= =Nu un n a ). 

Используя условия ортогональности экспонент 

( ) ( )1 1, ,′ ′− −
′ ′= δ = δ∑ ∑i ie e

N N
n k k k n n

kk nn
n k

 (9.46) 

можно найти преобразование, обратное (9.41), выразив нормальные координа-
ты через смещения отдельных атомов. Для этой цели умножим обе части ра-
венства (9.41) на exp( ) /′−i Nk n  и просуммируем по n с использованием соот-
ношений (9.46), получим 

,

1 1′ ′− −
′= =∑ ∑i i iu e A e A

NN
k n kn k n

n k k
n k n

и 
1 .iA u e
N

−= ∑ kn
k n

n
   (9.47) 

Нормальные координаты Ak характеризуют коллективные колебательные со-
стояния (моды) с частотой ωk всех атомов кристалла.  
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Подставляя равенство (9.41) в выражения (9.39) для потенциальной энер-
гии, получим 

( ) ( ) ( )

( )( )

2

, ,

2 2

1 1
2 2

11 1 4 sin .
2 2 2 2

′ ′− −
′−

′

−
− − −

γ γ
= − = − − =

γ
= − − = γ ≡ ω

∑ ∑

∑ ∑ ∑

i i i i

i i

U u u A e e A e e
N

mA A e e A A A A

kn ka k n k a
n n a k k

n n k k

ka ka
k k k k k k k

k k k

ka  (9.48) 

Здесь мы использовали соотношение (9.46) в виде 

( )
,

1 ′+
′−= δ∑ ie

N
n k k

k k
n

и положили аналогично равенству (9.30) 

2 2 44 sin , sin .
2 2

m
m
γ

ω ≡ γ ω =k k
ka ka

   (9.49) 

Значение k = 0 соответствует смещению всего кристалла как целого, по-
скольку при этом ωk = 0 (акустические колебания). Оно не приводит к измене-
нию энергии (трансляционная инвариантность). 

Для кинетической энергии аналогично имеем 

2

, ,
.

2 2 2
′

′ −
′

= = =∑ ∑ ∑   



i im m mT u A e A e A A
N

kn k n
n k k k k

n n k k k
 (9.50) 

Таким образом, опять получили набор независимых осцилляторов с часто-
тами ωk, только их координаты Ak в общем случае комплексны. Сделаем еще 
одно упрощение. Будем считать, что un = u–n (это можно сделать, например, вы-
бором начала координат), тогда все Ak станут вещественными. Вводя еще соот-
ветствующие обобщенные импульсы 

1 1 ,i iP mA mA mu e p e
N N−= = = =∑ ∑kn kn

k k k n n
n n

 

       (9.51) 

выражение для полной энергии запишем в виде 
2 2

2 ,
2 2
P mH T U A
m

ω
= + = +∑ k k

k
k

 (9.52) 

представляющем собой сумму энергий независимых (невзаимодействующих) 
осцилляторов. 

Для перехода к квантово-механическому описанию такой системы 
нужно перейти от величин смещений и импульсов к соответствующим опера-
торам. Для координат атомов и их импульсов мы имеем 

[ ]ˆ ˆ, ,′ ′= δn n nnu p i    (9.53) 
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так что 

( )
, ,

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,′ ′ ′ ′− −
′ ′ ′ ′′ ′ ′

  = − = δ = δ  ∑ ∑ 

i i i iiA P u p p u e e e e i
N N

kn k n kn k n
k n n n n nn kkk n n n n

  (9.54) 

т. е. операторы наших обобщенных координат и импульсов удовлетворяют тем 
же перестановочным соотношениям, и точно так же, как и ранее, можно ввести 
операторы рождения и уничтожения фононов с волновым вектором k:  

†
ˆ ˆ1 1ˆ ˆˆ ˆ, .

2 2
m P m Pb A i b A i

m m

   ω ω
= + = −      ω ω   

k k k k
k k k k

k k 

 

  (9.55) 

Для обратного преобразования имеем 

( ) ( )† †ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, ,
2 2

mA b b P i b b
m

ω
= + = −

ω
k

k k k k k k
k



           (9.56) 

так что оператор Гамильтона приобретает вид 

( ) ( )

†

0 0

1 1ˆ .
2 2≠ ≠

   = ω + = ω +   
   

∑ ∑ 

k k
H b b Nk k k k k

k k
                (9.57) 

Если ввести числа фононов νk = 0, 1, …, т. е. числа заполнения квантовых 
состояний каждого осциллятора (собственные значения операторов N̂k ), то в 
представлении чисел заполнения функцию колебательного состояния кристалла 
можно записать в виде ... ... ... .′ν νk k  Введем краткое обозначение:  

0, 0, ..., 0, , 0, ..., 0 ,ν ≡ νk k                                  (9.58) 
тогда действие операторов рождения и уничтожения в соответствии с правила-
ми коммутации будет определяться следующим образом: 

† 1 1 , 1 .b bν = ν + ν + ν = ν ν −k k k k k k k k                (9.59) 
С их помощью, как и ранее, нетрудно получить 

† ˆ ,b b Nν ≡ ν = ν νk k k k k k k                                      (9.60) 

т. е., действительно, N̂k  можно назвать оператором числа фононов типа k.  
Основное состояние кристалла (все νk = 0) описывается функцией |0〉. В 

этом состоянии энергия кристалла (энергия нулевых колебаний, или энергия 
вакуума) не равна нулю:  

 
( )

0
0

10 0 .
2 ≠

= = ω∑ 

k
E H k

k
                                    (9.61) 

Эта энергия конечна в силу ограниченности числа атомов и, соответственно, 
числа возможных значений k в кристалле. При переходе к непрерывному пре-
делу эта энергия неограниченно возрастает. 
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Функция |νk〉-состояния с νk-фононами, имеющих волновой вектор k, мо-
жет быть получена путем последовательного применения оператора рождения 
фононов к функции нулевого (вакуумного) состояния |0〉: 

( ) ( )1/ 2 †! 0 .b
ν−ν = ν k

k k k                                    (9.62) 

В состоянии |νk〉 энергия кристалла равна 

0 .E Eν = + ν ω
k k k                                           (9.63) 

Заметим, что оператор смещения атома (т. е. его координаты) имеет вид 

( )
( )

( )

†

0 0

1 ˆ ˆˆˆ .
2≠ ≠

= = +
ω∑ ∑ i iu A e b b e

mNN
kn kn

n k k k
k k k

           (9.64) 

Поскольку взаимодействие любой частицы при движении в кристалле с его 
атомами зависит от положений (т. е. и смещений) атомов, то оператор такого 
взаимодействия будет содержать операторы рождения и уничтожения фононов, 
что приведет к рождению (возбуждению) этой частицей фононов и их погло-
щению.  

Также следует заметить, что, хотя ωk  – энергия фонона с волновым век-
тором k, k  не является истинным импульсом фонона, поскольку его волновой 
вектор определен в первой зоне Бриллюэна с точностью до вектора обратной 
решетки G, который направлен перпендикулярно системе плоскостей (вдоль 
цепочек атомов, т. е. в том же направлении, что и k) и равен по величине 
G = 2πn/a. Величина k  аналогична квазиимпульсу электрона в кристалле. По-
этому законы сохранения энергии и импульса, например при испускании или 
поглощении фонона летящей в кристалле с энергией E1 и импульсом p1 части-
цей, будут иметь вид 

     
1 2

1 2

,
,

E E= ± ω
= ± +p p k G



 

                                         (9.65) 

где E2 и p2 – конечные энергия и импульс частицы; G выбирается так, чтобы k 
лежал в первой зоне Бриллюэна. Такой процесс называют еще неупругим рассе-
янием частицы (например, нейтрона) на кристалле с испусканием или погло-
щением фонона. 
 

9.4. Неупругое рассеяние нейтронов на фононах. Дисперсионные кривые 
 

Дисперсионные соотношения (9.31) или (9.49) для фононов, т. е. зависи-
мость ω(k), чаще всего определяются экспериментально из неупругого рассея-
ния нейтронов кристаллами с испусканием или поглощением фонона. Нейтрон 
«видит» кристаллическую решетку главным образом за счет своего сильного 
взаимодействия с ядрами. Столкнувшись с ядром, нейтрон может передать 
часть энергии ядру и тем самым возбудить фонон, а если ядро движется, то и 
получить от него энергию, т. е. поглотить фонон. 
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Кинематика рассеяния нейтронов кристаллической решеткой описывается 
общими законами сохранения энергии и импульса (9.65). 

Чтобы определить дисперсионное соотношение, необходимо в экспери-
менте найти прирост или потерю энергии рассеянных нейтронов в зависимости 
от направления вектора рассеяния (переданного импульса) k = k2 – k1.  

Примеры экспериментальных дисперсионных кривых акустических фоно-
нов для различных направлений k в кубическом кристалле натрия, полученных 
на трехосном нейтронном спектрометре [40], приведены на рис. 9.8. 

Рис. 9.8. Экспериментальные точки, определяющие кривые дисперсии ω(k) для 
продольных (L) и поперечных (Т) фононов в Na при температуре 90 К в направ- 
лениях [001], [110] и [111] из неупругого рассеяния нейтронов; kmax = π/d, 

 где d различны для разных направлений 

Напомним, что координаты rn любого атома в кристалле можно задать 
тремя целыми числами n1, n2, n3: 

1 1 2 2 3 3,n n n n= + +r a a a
где ai называются векторами решетки (или векторами трансляций). Для куби-
ческого кристалла все они перпендикулярны друг другу и образуют элементар-
ную ячейку в форме куба со стороной a. Направление в кристалле также можно 
задать направлением вектора rn, т. е. теми же числами. Оно обозначается квад-
ратными скобками [n1 n2 n3]. В кубическом кристалле имеются плоскости, пер-
пендикулярные этим направлениям, причем они имеют разные межплоскост-
ные расстояния d. В элементарной ячейке может быть больше одного атома, 
как, например, в кристалле NaCl, ячейка которого содержит два различных 
атома, тогда координата a-го атома будет даваться 

1 1 2 2 3 3 ,a n i in n n= + = + + +r r r a a a r
где rn – координата ячейки; ri – координата атома относительно ячейки. 

Пример двумерной структуры с двумя атомами в элементарной ячейке 
приведен на рис. 9.9. 
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Рис. 9.9. Двухатомная кристаллическая структура с массами атомов M1, M2, смеж-
ные плоскости этой структуры связаны силовой константой γ. Смещения ато- 
мов Ml обозначены us – 1, us, us + 1, …, а атомов M2 – vs – 1, vs, vs + 1… Период повторя-
емости в направлении волнового вектора K равен a. Атомы показаны в их несме-
щенных (равновесных) положениях. Координаты атомов (xi/a, yi/a) в ячейке – 

 (0, 0) и (1/2, 1/2) 

9.5. Два атома в ячейке. Оптическая ветвь колебаний 

Рассмотрим кубический кристалл, в котором атомы массой M1 образуют 
одну систему плоскостей, а атомы с массой M2 – другую систему плоскостей, 
атомы которой лежат между плоскостями первой системы (см. рис. 9.9). Необя-
зательно, чтобы массы были разными, но существенно, чтобы эти два атома 
были неэквивалентны либо по массам, либо по силовым постоянным.  

Обозначим через a период решетки в направлении нормали к ее плоско-
стям (направление K на рис. 9.9). Рассматриваем волны, распространяющиеся в 
направлениях, для которых каждая перпендикулярная ему отдельная плоскость 
содержит только один тип ионов; такими направлениями, например, являются 
направление [111] в структуре NaCl и направление [100] в структуре CsCl. 

Аналогично равенствам (9.23, 9.24) запишем уравнения движения в пред-
положении, что каждая плоскость взаимодействует только с ближайшими со-
седними плоскостями и что силовые постоянные γ одинаковы для всех пар 
плоскостей, являющихся ближайшими соседями. Тогда получим 

( ) ( )
2 2

1 1 2 12 22 , 2 .− += γ + − = γ + −s s
s s s s s s

d u dM u M
dt dt

vv v u u v (9.66) 

Решения этих уравнений опять будем искать в форме бегущих волн с раз-
личными амплитудами u и v для чередующихся плоскостей: 

ω ω, .− −= =isKa i t isKa i t
s su ue e e ev v (9.67) 

Подставляя равенства (9.67) в формулу (9.66), получим 

( )
( )

2
1

2
2

1 2 ,

1 2

−− ω = γ + − γ

− ω = γ + − γ

iKa

iKa

M u ue u

M u ue

v

v v
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или 

( ) ( )
( ) ( )

2
1

2
2

2 1 0,

1 2 0

iKa

iKa

M u e

e u M

−γ − ω − γ + =

γ + − γ − ω =

v

v .  (9.68) 

Условием разрешимости этой линейной однородной системы уравнений 
для двух неизвестных амплитуд u и v является равенство детерминанта нулю 

( ) ( )4 2 2
1 2 1 22 2 1 cos 0.ω − γω + + γ − =M M M M Ka  (9.69) 

Два корня этого уравнения дают две ветви разрешенных частот для каждого 
значения волнового вектора K (две ветви дисперсионного соотношения):  

( )
2 21 2
1, 2 2

1 2

41 1 sin ,
2

 γ  ω = ± −
µ +  

M M Ka
M M  (9.70) 

где µ = M1M2 /(M1 + M2) – приведенная масса атомов. 
Рассмотрим предельные случаи, когда Ka << 1 и Ka = ±π/2 у границ зоны. 

В первом случае (для малых значений Ka) из равенства (9.70) получаем  

( )

2 2
2 1 2
1, 2 2

1 2

1 1 .
2

  γ  ω = ± − 
 µ +   

M M K a
M M    (9.71) 

В результате будем иметь 

2
1

1 2

2 1 12
M M

 γ
ω = = γ + µ  

– оптическая ветвь,  (9.72) 

( )
2 2 2
2

1 22
γ

ω =
+

K a
M M – акустическая ветвь.  (9.73) 

Область значений K в первой зоне Бриллюэна описывается неравенством 
/ / ,a K a−π ≤ ≤ π  где a – период решетки; второй случай отвечает границам 

первой зоны, где значения K максимальны, т. е. max / ,K a= ±π  тогда имеем кор-
ни 

( )
( )2 1 2

1, 2 1 2 1 22
1 21 2

41 1 ,
 γ γ ω = ± − = + ± −  µ +  

M M M M M M
M MM M

т. е. 
2 2
1 2

2 1

2 2, .
M M
γ γ

ω = ω =     (9.74) 

Дисперсионные кривые (9.70) изображены на рис. 9.10. 
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Рис. 9.10. Оптические и акустические фононные ветви дисперсионного зако-
на (9.70) для двухатомной линейной решетки. Показаны предельные значения 

      частот при K = 0 и K = Kmax = π/a, где a – постоянная решетки 

Колебания частиц в поперечной акустической (ТА – transverse acoustical) и 
поперечной оптической (ТО – transverse optical) ветвях показаны на рис. 9.11.  

Для оптической ветви при K = 0 из уравнений для амплитуд (9.68) с учетом 
формулы (9.72) нетрудно найти 

1

2

,M
u M
= −

v
    (9.75) 

откуда следует, что атомы при оптических колебаниях движутся навстречу 
друг другу, причем так, что центр их масс в ячейке остается фиксированным. 
Если ионы заряжены противоположно, то движение такого типа можно возбу-
дить электрическим полем световой волны, по этой причине верхняя ветвь кри-
вой на рис. 9.10 и была названа оптической. Частоты при K = 0 для продольных 
(LO) и поперечных (TO) волн оптической моды обозначаются как ωL и ωT. 

Рис. 9.11 Поперечные оптические и 
поперечные акустические волны оди-
наковой длины волны в двухатомной 
линейной решетке, иллюстрирующие 
колебания частиц двух видов (опти-
ческая и акустическая моды) 



Пример экспериментальных дисперсионных кривых, полученных из не-
упругого рассеяния нейтронов [41], приведен на рис. 9.12. 

Если кристалл поглощает фотон с образованием одного фонона, то условие 
сохранения волнового вектора приводит к равенству kфотон = Kфонон. Значения 
волновых векторов фотонов на соответствующих частотах (ν ~ 1013 Гц, 

24 10 эВ,−ω ≈ ⋅  инфракрасная область) имеют порядок 103 см–1, а значения 
волновых векторов фононов доходят до 108 см–1. Таким образом, фононы, обра-
зованные фотонами в прямых процессах, имеют малые волновые векторы.  

Заметим, что из рис. 9.10 вытекает отсутствие решений для частот, заклю-
ченных в интервале между 2 12 /ω = γ M и 1 22 / .Mω = γ  Этот факт является 
характерной особенностью распространения упругих волн в многоатомной ре-
шетке. В этом случае имеется запрещенная область частот, расположенная у 
границы первой зоны Бриллюэна при K = Kmax = π/a. В этой области не суще-
ствует решений для вещественных значений K, и волновой вектор является 
комплексной величиной, так что любая волна с частотой, попадающей в запре-
щенную область, сильно поглощается. 

Рис. 9.12. Экспериментальные точки, опреде-
ляющие дисперсионные кривые для фононов 
в направлении [111] в кристалле KBr при 
90 K. Экстраполяции до K = 0 частот ветвей 
LO и TO называются ωL и ωT  
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Глава 10. Момент количества движения (угловой момент) 
в квантовой механике 

В классической механике моментом количества движения, или моментом 
импульса частицы, называется вектор 

[ ],= ×L r p  (10.1) 
составляющие которого по осям равны 

, , .x z y y x z z y zL y p z p L z p x p L x p y p= − = − = −          (10.2) 
Возникает вопрос, как построить соответствующие операторы в квантовой 

механике. Можно, например, исходить из приведенных выражений, заменив 
соответствующие импульсы операторами, как в табл. 4.1. С другой стороны, 
можно взять за основу перестановочные соотношения (5.72, 5.74), которые мы 
получили из общих свойств генераторов поворота в трехмерном пространстве: 

1 2 3 3 1 2 2 3 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , .     = = =       L L i L L L i L L L i L  (10.3) 

Здесь индексы 1, 2, 3 нумеруют соответственно оси x, y, z. 
Оказывается, что во втором случае результаты получаются более общими. 

Теория, опирающаяся только на перестановочные соотношения, содержит в се-
бе как частный случай квантовый аналог классического L (в котором компо-
ненты импульса рх, у, z заменены на операторы). В этом случае операторы ˆ

iL
определяют так называемый оператор орбитального момента частицы ˆ .L  

Но, кроме того, теория, основанная на перестановочных соотношениях, 
описывает также собственный (внутренний) момент количества частицы Ŝ  – 
так называемый спин, для которого классического аналога не существует. Мы 
будем пользоваться термином угловой момент, включающим как орбитальный 
момент, так и спин, и обозначать оператор углового момента любой природы 
через ˆ.J  

10.1. Операторы углового момента 

Итак, в общем случае оператором момента количества движения, или 
кратко углового момента, называется вектор ˆ ,J  проекции которого на декарто-

вы координаты ˆ
iJ

 (i = х, у, z или 1, 2, 3) являются эрмитовыми операторами,
удовлетворяющими перестановочным соотношениям (10.3):  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , .     = = =       x y z y z x z x yJ J i J J J i J J J i J  (10.4) 

Введем оператор квадрата углового момента 
2 2 2 2 2 2 2

1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .x y zJ J J J J J= + + ≡ + +J  (10.5) 



188 
 

Он коммутирует со всеми проекциями: 
2ˆ ˆ, 0, , , .  = = iJ i x y zJ                                  (10.6) 

Для доказательства вычислим, например, 
2 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0,

  = − + − = − − 

− − + + − + =



  

x y x x y z x x z y x y y z

y x y z y z x z z y z x z y z

J J J J J J J J J J J J i J J

J J J i J J J J J i J J J J J i J J

J
       (10.7) 

Положим ˆˆ ,=J j  тогда безразмерные моменты îj  будут удовлетворять тем же 
перестановочным соотношениям, но где формально ħ = 1: 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,     = = =     x y z y z x z x yj j i j j j i j j j i j                   (10.8) 

и, кроме того, 
2ˆ ˆ, 0.  = ij j                                                                      (10.9) 

Из равенств (10.8, 10.9) следует, что одновременно определенные значения 
могут иметь квадрат момента и одна из его проекций. В качестве этой проекции 
обычно выбирается ˆ .zj  Волновые функции таких состояний являются одновре-

менно собственными функциями операторов 2ĵ  и ˆ
zj  с собственными значения-

ми λ и m. Таким образом, состояния  

λϕ = λm m                                                                    (10.10) 
удовлетворяют уравнениям 

2ˆ ˆ, .zm m j m m mλ = λ λ λ = λj                       (10.11) 
Введем два вспомогательных не эрмитовых оператора, эрмитово-

сопряженных друг другу:  
†ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .+ − += + = = −x y x yj j i j j j j i j                             (10.12) 

Тогда, как нетрудно убедиться при помощи уравнений (10.8) и (10.9), для них 
будут выполняться перестановочные соотношения 

2ˆ ˆ, 0±
  = jj  и ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , .+ − + + − −     = = =     z z zj j j j j j j j j     (10.13) 

Кроме того, имеют место равенства 
2 2 2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, .z z z zj j j j j j j j− + + −= + + = + −j j                            (10.14) 

Обратим внимание, что последние два перестановочных соотношения 
имеют точно такой же вид, как у числа частиц (фононов) и операторов рожде-
ния и уничтожения в задаче об осцилляторе. Напомним их:  

† †ˆ ˆ, , , .   = =   N a a a N a  
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Точно так же, как операторы рождения a+ и уничтожения a увеличивают или 
уменьшают число частиц N на единицу, операторы ĵ±  увеличивают или умень-
шают проекцию момента m на единицу. Отличие лишь в том, что проекция m 
ограничена по величине и может принимать разные знаки, число же частиц N 
всегда положительно и может расти неограниченно. В этом мы убедимся ниже. 

Заметим, что момент импульса подобно импульсу аддитивен, т. е. для си-
стемы N частиц суммарный момент равен 

sum
1

ˆ ˆ .
=

= ∑
N

k
k

j j  

 
10.2. Собственные значения и матричные элементы  

операторов углового момента 
 

Напомним равенства (10.11): 
2ˆ ˆ, .zm m j m m mλ = λ λ λ = λj  

Поскольку оператор 
2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ− = +z x yj j jj                                              (10.15) 

есть оператор положительной величины, то при данном λ величина m2 имеет 
верхнюю границу, не превосходящую λ. Обозначим верхнюю границу m че-
рез j. Но поскольку оба направления оси z физически эквивалентны, то для 
каждого возможного значения m существует и значение –m. Следовательно, 
нижняя граница m равна –j, так что 

.j m j≤ ≤                                                     (10.16) 

А теперь выясним, как действуют операторы ˆ ˆ, .j j+ −  Рассмотрим состоя-

ние ĵ m+ λ  и подействуем на него оператором ˆ .zj  Из перестановочного соот-
ношения 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
+ + +− =z zj j j j j  

следует 

 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ 1 ,z zj j j j+ += +                                             (10.17) 
так что 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 .z zj j m j j m m j m+ + +λ = + λ = + λ               (10.18) 

Отсюда вытекает, что 
ˆ 1 .mj m C m+ λ = λ +                                  (10.19) 
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Следовательно, ĵ+  – повышающий оператор, увеличивающий m на единицу. От 
минимального значения m = –j до максимального m = j можно добраться за 
2j шагов единичной длины. Следовательно, 2j – целое число! 

Из равенства (10.19) видим 
ˆ1 ,mC m j m+= λ + λ                                     (10.20) 

т. е. Cm – матричный элемент оператора ĵ+  в m-представлении. Он должен об-
ратиться в нуль при m = j, чтобы предотвратить дальнейший рост m.  

Аналогично, используя последнее соотношение из (10.3), запишем 

( )илиˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ   1 ,− − − − − − −− = = − = −z z z z zj j j j j j j j j j j j                 (10.21) 

далее можно получить 
ˆ 1− ′λ = λ −mj m C m                                    (10.22) 

и 
ˆ1 .−′ = λ − λmC m j m                                 (10.23) 

Из взаимной сопряженности операторов ˆ ˆ,+ −j j  следует 

 1
ˆ ˆ1 1 .∗ ∗
− + −′ = λ − λ = λ λ − =m mC m j m m j m C           (10.24) 

Далее, используя первое равенство (10.14) 
2 2ˆ ˆ ˆ ,z zj j j j− += + +j                                    (10.25) 

найдем собственные значения λ оператора 2ˆ .j  Вычислив сначала 
2

1
ˆ ˆ ,− + +′λ = λ = λm m mj j m C C m C m                   (10.26) 

где мы учли соотношения (10.19), (10.22) и (10.24), получаем 

( )22 2ˆ .λ = + + λ = λ λmm C m m m mj                 (10.27) 

Откуда находим 

( )1 .mC m m= λ − +                                          (10.28) 

С другой стороны, как мы отмечали, при m = j, Cm = 0, т. е. 

( )1j jλ = +                                                  (10.29) 
и 

( ) ( )1 1 .mC j j m m= + − +                                   (10.30) 

Это соотношение определяет абсолютную величину Сm, фаза же является не-
определенной. Поскольку она не влияет ни на какие физические результаты, мы 
положим ее равной нулю, т. е. будем считать эти матричные элементы веще-
ственными (см. уравнение (10.24)): 
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( ) ( )1 1 1+′ = = + − +m mC C j j m m     (10.31) 
и 

( ) ( )1 1 .′ = + − −mC j j m m  (10.32) 

В результате вместе с выводом о том, что 2j – целое неотрицательное чис-
ло (т. е. j может принимать как целые, так и полуцелые значения), заключаем, 
что собственные значения квадрата момента J2 и его проекции Jz равны 

( )2 2с. зн. или
1 3 1 ; 0, 1, 2...  , ...
2 2

= + = = j j j jJ   (10.33) 

при заданном с. зн. ;     , 1, ..., .= = − − +zJ m j m j j j    (10.34) 
Мы теперь можем определить и отличные от нуля матричные элементы 

проекций jx и jy, употребляя вместо λ число j, как это обычно принято.  
Из определения (10.12) 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,+ −= + = −x y x yj j i j j j i j
имеем 

( ) ( )1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
2 2x yj j j j j j

i+ − + −= + = −   (10.35) 

так что 

( )

( )

1ˆ 1 1 ,
2

ˆ 1 1
2

′= + + −

′= − − +

x m m

y m m

j j m C j m C j m

ij j m C j m C j m
   (10.36) 

и 

( ) ( )1ˆ1 1 1 ,
2

± = + − ±xj m j j m j j m m     (10.37) 

( ) ( )ˆ1 1 1 .
2

± = + − ±y
ij m j j m j j m m    (10.38) 

Матрица ˆ
zj  в выбранном представлении является диагональной:

ˆ .z mmj m j j m m ′′ = δ     (10.39) 
Таким образом, мы полностью определили матрицы всех проекций опера-

тора углового момента в представлении ,m mλϕ = λ где матрицы 2ĵ  и ˆ
zj  диаго-

нальны.  
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10.3. Орбитальный момент количества движения 

Оператором орбитального момента является оператор, соответствующий 
классическому моменту импульса [ ].= ×L r p  В координатном представлении
он имеет вид 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , .x z y y x z z y xL y p z p L z p x p L x p y p= − = − = −    (10.40) 
Рассмотрим, в частности, оператор 

ˆ ˆ ˆ .z y xL x p y p i x y
y x

 ∂ ∂
= − = − − ∂ ∂ 

    (10.41) 

Он зависит только от координат x и y в плоскости (x, y), перпендикулярной 
оси z. Введем в этой плоскости (x, y) полярные координаты ρ и ϕ: 

cos , sin ,x y= ρ ϕ = ρ ϕ (10.42) 
где ρ – полярный радиус (расстояние от начала координат до точки с координа-
тами x и y); ϕ – азимутальный угол, отсчитываемый от оси x в направлении 
против часовой стрелки. Обратное преобразование имеет вид 

2 2 , tg ρ = + ϕ =
yx y
x       (10.43) 

или 

2 2 2 2
sin , cos .ϕ = ϕ =

+ +

y x
x y x y           (10.44) 

Тогда 

( )

( )

3 2
2 2

3 2
2 2

и

и

sinsin cos ,

coscos sin .

∂ ∂ϕ ∂ϕ ϕ
ϕ = ϕ = − = − =

∂ ∂ ∂ ρ ρ+

∂ ∂ϕ ∂ϕ ϕ
ϕ = − ϕ = − = =

∂ ∂ ∂ ρ ρ+

xy y
x x xx y

xy x
y y yx y

       (10.45) 

В результате 
2 2

2
ˆ ,z

x yL i x y i x y i i
y x y x

   ∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂ + ∂ ∂
= − − = − − = − = −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ϕ ρ ∂ϕ ∂ϕ   

     (10.46) 

т. е. оператор углового момента связан с угловой координатой точно так же, как 
импульс с обычной координатой. В классической физике точно так же. Момент 
импульса связан с угловой скоростью как ,= ℑL ω  где ℑ  – момент инерции. По-
этому, как говорят, Lz есть обобщенный импульс, канонически сопряженный уг-
ловой координате ϕ.  
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Для безразмерного оператора ˆ ˆ /z zl L=   имеем

ˆ .zl i ∂
= −

∂ϕ               (10.47) 

Его собственные функции ( ) zlψ ϕ = ϕ  удовлетворяют уравнению 

( ) ( ) ,zi l
∂ψ ϕ

− = ψ ϕ
∂ϕ      (10.48) 

где переменная ϕ изменяется в пределах от 0 до 2π. Решениями являются 

( ) .zi l
zl Ae ϕψ ϕ = ϕ =            (10.49) 

Для выполнения условия однозначности функции (10.49) необходимо, чтобы 

( ) ( )2 .ψ ϕ = ψ ϕ+ π      (10.50) 
Это условие удовлетворяется, только если lz = m, где m = 0, ±1, ±2, …, т. е. 
только при целочисленных значениях m.  

Следовательно, из двух вариантов спектра собственных значений (10.33, 
10.34) для орбитального момента осуществляется лишь целочисленный вари-
ант: 

( )2 2с. зн.

с. зн.

ˆ 1 , 0, 1, 2, ...,
 , , 1, ..., .

= + =

= = − − +



z

l l l
L m m l l l
L

   (10.51) 

Собственные функции ( ) ,ψ ϕ = ϕ zl  соответствующие собственным значени-
ям lz = m, нормированные условием 

( ) ( )
2

0

1,n n d
π

∗ψ ϕ ψ ϕ ϕ =∫     (10.52) 

имеют вид 

( ) 1 .
2

i m
n n e ϕψ ϕ = ϕ =

π   (10.53) 

10.4. Операторы орбитального момента в сферической системе координат 

Сферическая система координат r, θ, ϕ определяется следующим образом 
(рис. 10.1). Полярная ось направлена по z, от нее отсчитывается полярный угол 
θ, который изменяется от 0 до π, азимутальный угол ϕ отсчитывается от оси x и 
изменяется от 0 до 2π в направлении против часовой стрелки. 
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Переход в сферическую систему координат осуществляется преобразова-
нием 

sin cos , sin sin , cos .x r y r z r= θ ϕ = θ ϕ = θ  (10.54) 
Обратное преобразование –  

2 2 2 2 , cos , tg .z yr x y z
r x

= + + θ = ϕ =  (10.55) 

Выпишем все производные, которые могут появиться при переводе проек-
ций момента из декартовой в сферическую систему координат: 

cos , sin sin , sin cos ;

sin cos sin cos cos= , = , = ;

cos sin0, , .
sin sin

r z r y r x
z r y r x r

z r y r x r

z y r x r

∂ ∂ ∂
= = θ = = θ ϕ = = θ ϕ

∂ ∂ ∂
∂θ θ ∂θ θ ϕ ∂θ θ ϕ

−
∂ ∂ ∂
∂ϕ ∂ϕ ϕ ∂ϕ ϕ

= = = −
∂ ∂ θ ∂ θ

     (10.56)

Используя выражения (10.56), получаем 

/

/

sin cos

sin sin .

∂ ∂

∂ ∂


   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ϕ ∂= − − = − θ ϕ + + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ϕ   


 ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ϕ ∂ ∂
− θ ϕ + + = − ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ϕ ∂ϕ 









z
x

y

y
x

rl i x y i r
y x y r y y

rr i
x r x x

    (10.57) 

Рис. 10.1. Сферическая система координат. Точка 
с координатами r, θ, ϕ имеет декартовы коорди-
наты sin cos , sin sin , cosx r y r z r= θ ϕ = θ ϕ = θ  
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Действуя аналогично, для операторов , ,
ˆ ˆ /= x y x yl L  будем иметь 

ˆ sin ctg cos ,
 ∂ ∂

= ϕ + θ ϕ ∂θ ∂ϕ 
xl i           (10.58) 

ˆ cos ctg sin .
 ∂ ∂

= − ϕ + θ ϕ ∂θ ∂ϕ 
yl i               (10.59) 

Используя равенства (10.58, 10.59), можно построить операторы 
ˆ ˆ ˆ :±= ±x yl l il  

ˆ ctg ,± ϕ
±

 ∂ ∂
= ± + θ ∂ θ ∂ϕ 

il e i  (10.60) 

из них проще получить, используя формулу (10.25), выражение для 2ˆ :l
2

2 2
2 2

1 1ˆ sin .
sin sin− +

  ∂ ∂ ∂
= + + = − θ +  θ ∂θ ∂θ θ ∂ϕ  

z zl l l l l          (10.61) 

Собственные функции , ,θ ϕ l m  операторов 2l̂ и ˆ ,zl  удовлетворяющие 
уравнениям 

( )2ˆ ˆ, , 1 , , , , , , , ,θ ϕ = + θ ϕ θ ϕ = θ ϕzl l m l l l m l l m m l m      (10.62) 
называются сферическими функциями: 

( ), , , .θ ϕ ≡ θ ϕl ml m Y      (10.63) 
Ее можно представить в виде 

( ) ( )1, .
2

ϕθ ϕ = Θ θ
π

i m
l m lmY e       (10.64) 

Функции Θlm можно построить рекуррентным образом с помощью операто-
ров l±. 

Используя выражение (10.60), имеем 

( ) ( ) ( )11ˆ , ctg .
2

± ϕ
±

 ∂
θ ϕ = ± − θ Θ θ ∂θπ  

i m
l m lml Y e m     (10.65) 

Далее исходим из соотношения ˆ 0,l ll Y+ =  т. е. 

ctg 0.ll
lll∂Θ

− θΘ =
∂θ            (10.66) 

Оно эквивалентно 
ln cos .

sin
l l l

∂ Θ θ
=

∂θ θ        (10.67) 
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Интегрирование дает 

( ) ( ) ( )cos sinln ln sin ln sin ,
sin sin

l
l l

dl d l lθ θ
Θ θ = θ = = θ = θ

θ θ∫ ∫
т. е. 

( ) sin .l
l l lAΘ θ = θ       (10.68) 

Константы Al определяются из нормировки 

( ) ( )2 22

0 0

sin sin sin 1.l
l l ld A d

π π

Θ θ θ θ = θ θ θ =∫ ∫             (10.69) 

При l = 0 имеем 

2 2
0 0 0

0 0

так что
1sin cos 1, .
2

A d A d A
π π

θ θ = − θ = =∫ ∫       (10.70) 

Таким образом, 

00
1 .
4

Y =
π      (10.71) 

Нормировка на единичную вероятность в телесном угле 4π. В общем слу-
чае 

( ) ( )
( )

2 1
2

0

2 !! 1sin 2 ,
2 1 !!

π
+= θ θ = ⋅ =

+∫
l

l
l

l
I d

l A       (10.72) 

где 
( ) ( )2 !! 2 4 6 ... 2 , 2 1 !! 1 3 5 ... 2 1,= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +l l l l

в частности, 0 1 22, 4 / 3, 16 /15= = =I I I  и так далее, так что 

( )
( )
2 1 !!1 .

2 !!2l

l
A

l
+

=       (10.73) 

В результате для нормированной функции получаем выражение 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2 1 !!1 1, sin .
2 !!2 4

ϕ ϕ+
θ ϕ = Θ θ = θ

π π
lil il

ll l l

l
Y e e

l             (10.74) 

Действуя на Yll оператором l–, можно получить Yll – 1 и так далее до Yl – l, 
а следовательно, и Θlm. Общая формула для m ≥ 0 имеет вид 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )2!2 1 11 sin .
2 ! 2 ! sin cos

−

−

++
Θ θ = − θ

− θ θ

l m
l l

l m m l ml

l ml d
l m l d    (10.75) 
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Для случая m < 0 нужно Θlm  заменить на (–1)m Θl|m|. В частности, при l = 1 
имеем 

 10 1 1
3 3cos , sin .

4 8
± ϕ

±= θ = θ
π π



iY Y e    (10.76) 

Состояния с l = 0, 1, 2, 3, 4, 5… называются s-, р-, d-, f-, g-, h-состояниями и 
т. д. 

При инверсии координат (х, у, z → – х, –у, –z) сферические координаты ме-
няются следующим образом: r, θ, ϕ → r, π − θ, π + ϕ (см. рис. 10.1). При этом 
Ylm умножается на (–1)l, так что собственные функции оператора орбитального 
момента имеют определенную четность. Причем четность состояния с данным l 
определяется множителем (–1)l.   

Действительно, собственные функции оператора орбитального момента 
имеют структуру полиномов:  

( ) ( )2, ~ sin cos cos ... .− − − ϕθ ϕ θ θ+ θ +m l m l m im
lmY a e  (10.77) 

При инверсии координат θ → π − θ, ϕ → π + ϕ имеем 

( ) ( ) ( ) ( )sin sin , cos cos , 1 .ϕ + π ϕπ − θ = θ π−θ = − θ = − mim ime e    (10.78) 
Таким образом, из равенств (10.77, 10.78) следует, что 

( ) ( ) ( ), 1 , .θ φ = − θ φl
lm lmPY Y   (10.79) 

Равенство 

( ) ( )0 0
2 12 cos

2
+

π θ = Θ ≡ θl
l l l

lY i P  (10.80) 

выражает связь сферических функций с полиномами Лежандра Pl (cos θ). 

10.5. Внутренний момент количества движения – спин 

Для собственного момента частицы нет координатного представления, т. е. 
не существует функции ψ(ϕ). Поэтому отпадают аргументы, в силу которых m 
должно быть непременно целым. Допустимы как целые, так и полуцелые зна-
чения. Будем обозначать операторы квадрата спина и его проекции в едини-
цах ħ как s2 и sz, а собственные значения как s(s + 1) и µ. Для частицы со спином 
число µ должно фигурировать среди индексов представления (как спиновая пе-
ременная) наряду с другими переменными. Например, в координатном пред-
ставлении волновую функцию некоторого произвольного состояния будем за-
писывать в виде ( ), , ,µ ψ µar r  или ( ).µψ r  И вся совокупность ( )µψ r изоб-
разится в виде матричного столбца. При этом столбец называется многокомпо-
нентной волновой функцией, а отдельные ( )µψ r  – ее компонентами. 
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Если достоверно известно, что проекция спина на ось z равна µ0, то из всех 
компонент остается лишь ( )

0
,µψ r  а остальные обращаются в нуль. 

Рассмотрим простейший и наиболее распространенный случай: s = 1/2. Та-
ким спином обладают, в частности, электроны, протоны и нейтроны. Удобно 
вместо операторов sx, sy, sz ввести пропорциональные им операторы: 

2 , 2 , 2 .x x y y z zs s sσ = σ = σ =  (10.81) 
Поскольку собственные значения операторов sx, y, z  равны ±1/2, то собственные 
значения σx, y, z = ±1, а собственные значения 2

, , 1.σ =x y z  
Другими словами, 

2 2 2 1,x y zσ = σ = σ =       (10.82) 
откуда 

( )2 2 2 21 3 1 1 1 .
4 4 2 2x y zs  = σ +σ +σ = = + 

 
     (10.83) 

В сочетании с соотношениями 
2 , 2 , 2 ,σ σ − σ σ = σ σ σ − σ σ = σ σ σ − σ σ = σx y y x z y z z y x z x x z yi i i    (10.84) 

которые следуют из перестановочных соотношений для моментов, это дает 
0, 0 , 0σ σ + σ σ = σ σ + σ σ = σ σ + σ σ =x y y x y z z y x z x x z   (10.85) 

и 
, .x y z z x y y z xi i iσ σ = σ σ σ = σ σ σ = σ   (10.86) 

Действительно, из первого соотношения (10.84) 
2 ,σ σ − σ σ = σx y y x zi

после умножения его слева и справа на xσ , соответственно, вытекает 

2 ,σ − σ σ σ = σ σy x y x x zi 2 .σ σ σ − σ = σ σx y x y z xi  
Складывая, получаем третье уравнение (10.85); аналогично и остальные. 

Произведения матриц Паули удобно записать, используя абсолютно анти-
симметричный символ Леви – Чивиты εijk, который определяется так: для чет-
ной перестановки индексов i, j, k он равен 1 (для троек (1, 2, 3), (2, 3, 1), 
(3, 1, 2)), для нечетной перестановки он равен −1 (для троек (3, 2, 1), (1, 3, 2), 
(2, 1, 3)), а в остальных случаях равен нулю (при любых повторяющихся индек-
сах). Тогда, например, i-ю компоненту векторного произведения можно запи-
сать в виде 

[ ]
,

.× = ε ≡ ε∑ ikl k l ikl k li
k l

a b a ba b       (10.87) 
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Здесь, как и далее, знак суммирования можно опустить, подразумевая сумми-
рование по повторяющимся индексам. Суммированием по общим индексам 
можно доказать следующие свойства этого символа: 

, 2 .ikl imn km ln kn lm ikl ikm lmε ε = δ δ − δ δ ε ε = δ            (10.88) 
Из равенств (10.87, 10.88) следует 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]( ).

× ⋅ × = × × = ε ε =

= δ δ − δ δ = − =

 = − ≡ ⋅ − = × × 

ikl k l imn m ni i

km ln kn lm k l m n m n m n n m m n

a b c d

a b c d a b c d a b c d

a b c d a b c d

ac bd bc ad a c bd d bc a b c d
 (10.89) 

Выражения (10.82, 10.86) при помощи символа Леви – Чивиты можно объ-
единить: 

,i k ik ikl liσ σ = δ + ε σ    (10.90) 
тогда 

( )( ) ( ) [ ].= + ×iσa σb ab σ a b       (10.91) 

Рассмотрим действие операторов , ,x y zσ σ σ  на вектор состояния , µs

(символ s для краткости будем далее опускать). Оператор zσ  действует (по 
определению) следующим образом: 

1/ 2 1/ 2 , 1/ 2 1/ 2 .σ = σ − = − −z z           (10.92) 

Правила действия σx, σy вытекают из общих, полученных ранее формул (10.36): 

1/ 2 1/ 2 , 1/ 2 1/ 2 ,

1/ 2 1/ 2 , 1/ 2 1/ 2 .

σ = − σ − =

σ = − σ − = −
x x

y yi i             (10.93) 

Умножая равенства (10.92, 10.93) слева скалярно на 1/ 2± , получим мат-
ричные элементы операторов. В результате для матриц операторов σx, у, z будем 
иметь  

0 1 0 1 0
, , .

1 0 0 0 1x y z

i
i

−     
σ = σ = σ =     −     

           (10.94) 

Они называются матрицами Паули. Многокомпонентная волновая функ-
ция , µs  произвольного состояния сводится к столбцу из двух элементов 
(представляющих собой амплитуды вероятности c1 и c2 найти частицу с проек-
циями спина по или против оси z), который называется спинором: 

1
1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

2 2 2 2 2

1 0 1 1 .
0 1 2 2−

     
= + ≡ χ + χ ≡ + −     

    

c
c c c c c c

c         (10.95) 
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Здесь 1 1
2 2

1/ 2
±

χ ≡ ± – собственные состояния оператора проекции спина sz с

собственными значениями ±1/2 или σz с собственными значениями ±1. Как ви-
дим, они представляются как 

1 1 1 1
2 2 2 2

1 01 1, .
0 12 2−

   
χ = = χ = − =   

   
          (10.96) 

Действительно, 
1 0 1 1 1 0 0 01 1, ,
0 1 0 0 0 1 1 12 2z z
         

σ = = σ − = = −         − −         
  (10.97) 

т. е. 

1 1 1 1
2 2 2 2
± ±

σ χ = ±χz  или   
1 1 .
2 2

σ ± = ± ±z     (10.98) 

10.6. Уравнение Шредингера для частицы во внешнем 
электромагнитном поле. Магнитный момент 

Рассмотрим движение электрона во внешнем электромагнитном поле, за-
данном 4-потенциалом Аμ = (Ф, А). По принципу соответствия определим га-
мильтониан (нерелятивистского) электрона (с массой me): 

21 ˆ .
2

 = − + Φ 
 e

eH e
m c

p A            (10.99) 

Действительно, классические уравнения Гамильтона (6.16) в этом случае 
запишутся как 

( )

( ) 2

, 1 ,

, 1 .
2

∂  = = − ≡ ∂  

∂ ∂Φ ∂  = − = − − − ∂ ∂ ∂  





e

e

H e
m c m

H ee
m c

p r Pr p A
p

p r
p p A

r r r
Величина ( / )e c m m= − = =P p A r v  есть обычный импульс частицы, она еще 
называется кинетическим импульсом в отличие от канонического (обобщенно-
го) импульса p. Используя известную формулу 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ] [ ]
( ) ( )

grad

rot rot ,

∂
≡ ≡ ∇ =

∂
= ∇ + ∇ + × ∇× + × ∇ × ≡

≡ ∇ + ∇ + × + ×

ab
ab ab

r
b a a b b a a b

b a a b b a a b
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получаем 

( ) [ ] ( ) [ ]

2 21 1
2 2

1 rot 

,

∂    − − ≡ − ∇ − =   ∂    

         = − − ∇ − − − × =                  

= ∇ + × ∇× = ∇ + ×  

e e

e

e e
m c m c

e e e e
m c c c c

e e e e
c c c c

p A p A
r

p A p A p A A

r A r A r A v B

где 
rot = ∇ × ≡B A A  

есть магнитное поле, действующее на частицу. Таким образом, второе уравне-
ние Гамильтона дает 

( ) [ ] .×∂Φ
= + = ∇ − +

∂
 

d e d e e e
dt c dt c c

v BP Ap r A
r

Используя выражение для полной производной 

( ) ,d
dt t

∂
= + ∇
∂

A A r A

имеем 
[ ] [ ] ,

× ×∂ ∂Φ
= = − − + = +

∂ ∂


d em e e e e
dt c t c c

v B v BP Av E
r

где E – электрическое поле, действующее на частицу: 

.∂ ∂Φ
= − −

∂ ∂
e
c t

AE
r  

Таким образом, исходя из функции Гамильтона (10.99), мы получили пра-
вильное уравнение движения заряженной частицы в электрическом и магнит-
ном полях под действием силы Лоренца: 

[ ] .×
= +e e

c
v B

F E

Чтобы перейти к квантовому описанию, мы должны канонический им-
пульс заменить оператором ˆ .i= − ∇p   Соответственно, оператор 

ˆ ˆ= −
e
c

P p A       (10.100) 

есть оператор кинетического импульса. 
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Пусть задано постоянное однородное магнитное поле B: 
rot ,= ≡ ∇ ×B A A                (10.101) 

векторный потенциал которого выберем в виде 

[ ]1 ,  div 0.
2

= × ≡ ∇ ⋅ =A B r A A           (10.102) 

Эти соотношения легко доказываются, если выбрать, например, ось z вдоль 
вектора B, тогда B = (0, 0, Bz) и  

/ 2, / 2, 0,= − = =x z y z zA B y A B x A  (10.103) 
так что   

[ ] [ ]
[ ]

0, 0,

.

∇× = ∇ − ∇ = ∇× = ∇ − ∇ =

∇× = ∇ − ∇ =

y z z y z x x zx y

x y y x zz

A A A A

A A B

A A

A   (10.104) 

Можно также использовать известные соотношения 

( ) ( )1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2

rot grad grad div div ,
div rot rot .

× = − + −

× = −

A A A A A A A A A A
A A A A A A     (10.105) 

Тогда, учитывая, что квадрат кинетического импульса равен 

( )
2 2

2 2 2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,e e e
c c c

 = − = − + + 
 

P p A p Ap pA A    (10.106) 

а также 
( )

[ ]( ) [ ]( )

ˆ ˆ ˆ ,
1 1 1 ˆˆ ˆ ˆ ,
2 2 2

ψ = ψ − ∇ ψ = ψ

= × ≡ × =

ipA Ap A Ap

Ap B r p B r p BL       (10.107) 

где L̂  – оператор момента импульса частицы, получаем гамильтониан электро-
на в постоянном магнитном поле и произвольном электрическом поле 

:= −∇ΦE  

[ ]
2 2

2
2

ˆ ˆ .
2 2 8

= + Φ − + ×
e e e

e eH e
m m c m c
p BL B r          (10.108) 

Здесь третье слагаемое описывает взаимодействие UL орбитального магнитного 
момента М электрона с магнитным полем индукции B: 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .
2 2L

e e

e eU
m c m c

= − ≡ − =BL MB M L      (10.109) 
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Коэффициент пропорциональности gL между магнитным моментом и мо-
ментом импульса называется гиромагнитным отношением:  

.
2L

e

eg
m c

=  (10.110) 

Взаимодействие UL имеет классический аналог. В общем случае протя-
женной заряженной системы, характеризуемой плотностью электрического то-
ка j(r, t), энергия ее взаимодействия с постоянным магнитным полем 
(А = B × r/2) в рамках классической электродинамики имеет вид 

[ ] [ ]3 3 31 1 1 ,
2 2

= − = − × = − × ≡ −∫ ∫ ∫cU d r d r d r
c c c

jA j B r B r j MB    (10.111)

где M – магнитный момент системы: 

[ ]31 .
2

= ×∫ d r
c

M r j     (10.112) 

Для системы N точечных заряженных частиц плотность тока имеет вид 

( ) ( )
1

, .
=

= δ −∑
N

a a a
a

t ej r v r r          (10.113) 

И магнитный момент будет 

[ ]3

1

1 .
2 2=

= × = ×∑∫
N

a
a a

a a

ed r
c m c

M r j r p  (10.114) 

Когда все частицы имеют одинаковое отношение заряда к массе, 
ea/ma = е/me, получаем пропорциональность магнитного и орбитального момен-
тов: 

1
, .

2 =

= = ×∑
N

a a
ae

e
m c

M L L r p             (10.115) 

10.7. Атом во внешнем магнитном поле 

Для электрона в атоме электростатическое взаимодействие значительно 
сильнее его взаимодействия с магнитными полями, поэтому квадратичным по 
напряженности поля В слагаемым в гамильтониане можно пренебречь, тогда 
оператор Гамильтона для электрона будет иметь вид 

2

0 0

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , .
2

= − = + Φ = L
e

H H H e g
m
pMB M L          (10.116) 

Пусть магнитное поле направлено по оси z: В = Bez. Рассматриваем про-
стую модель атома щелочного металла: один валентный электрон движется в 
некотором центральном поле, создаваемом кулоновским взаимодействием с яд-
ром и распределенным по объему атома зарядом остальных электронов. Элек-
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тростатический потенциал в этом случае будет иметь сферическую симметрию 
Ф = Ф(|r|) = Ф(r). 

Тогда операторы 2ˆ ˆ, , zH LL  образуют полный набор коммутирующих опе-
раторов, т. е. имеют общую систему собственных функций ψnlm: 

( )2 2

ˆ ,
ˆ 1 ,
ˆ .

ψ = ψ

ψ = + ψ

ψ = ψ





nlm nlm nlm

nlm nlm

z nlm nlm

H E

l l

L m

L     (10.117) 

Здесь собственные значения энергии Enlm равны 

0 , , 1, ..., .
2

= − = − − +


nlm nl
e

eE E m B m l l l
m c           (10.118) 

Здесь 0
nlE  – собственные значения гамильтониана 0Ĥ  (в отсутствие магнитного 

поля при В = 0), имеющего, очевидно, те же собственные функции, что и ˆ :H  
0

0
ˆ .ψ = ψnlm nl nlmH E  (10.119) 

Мы видим, что возникла естественная единица измерения магнитного мо-
мента, называемая магнетоном Бора: 

B ,
2 2

µ = =


 ce
e

e e
m c   (10.120) 

где |e| – абсолютная величина заряда электрона, так что сам заряд электрона 
e = – |е| < 0, заряд же протона – ep = |е| > 0. Величина 

2 2
µ = =



N cp
p

e e
m c     (10.121) 

называется ядерным магнетоном. 
Ввиду сферической симметрии оператора 0Ĥ  его собственные значе-

ния 0
nlE  вырождены с кратностью 2l + 1, равной числу возможных значений 

проекций момента импульса на ось z. 
Включение магнитного поля нарушает сферическую симметрию системы и 

приводит к снятию вырождения по квантовому числу m: уровни энергии рас-
щепляются на 2l + 1 подуровня. Обратим внимание на то, что при целом значе-
нии l это нечетное число! 

Замечание. Для чисто кулоновского потенциала Ф = – е/r в атоме водорода 
имеется добавочное вырождение уровней энергии по l. Оно связано с теоремой 
Бертрана, которая гласит, что в трехмерном пространстве существуют только 
два потенциала: ~ 1/r и ~ r2, (т. е. кулоновский и осцилляторный), в которых 
классические траектории частиц замкнуты. В результате появляются новые ин-
тегралы движения (например, сохраняется направление оси эллипса траектории 
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в кулоновском поле – вектор Рунге – Ленца). Любое отличие потенциала от чи-
сто кулоновского приводит в Солнечной системе, например, к повороту пери-
гелия Меркурия за счет наличия других планет, а также из-за поправок, связан-
ных с общей теорией относительности, а в квантовой механике – к снятию вы-
рождения 2s- и 2p-уровней в атоме водорода (лэмбовский сдвиг), который объ-
ясняется релятивистским квантовым «дрожанием» электрона в атоме. 

10.8. Открытие спина электрона 

Итак, теория Шредингера предсказывает, что в магнитном поле уровни 
энергии атома должны расщепляться на нечетное число подуровней, образую-
щих мультиплет. Эксперимент частично подтверждает это предсказание (эф-
фект Зеемана, 1896). Однако картина оказалась более сложной. Было экспери-
ментально показано, что структура мультиплетов зависит от типа атома и мо-
жет быть различной даже для одного и того же атома. 

В частности, наблюдаются как нечетные, так и четные мультиплеты, как 
если бы l было полуцелым, что явно противоречит теории Шредингера. Более 
того, обнаруживается тонкая структура уровней даже в отсутствие внешнего 
магнитного поля. Рассмотрим, например, уровень валентного электрона в ще-
лочном атоме натрия n = 2, l = 1 (2р-уровень). По теории Шредингера имеем 
трехкратное вырождение уровня энергии. Эксперимент же показывает, что этот 
уровень расщеплен на два близких подуровня (причем при В = 0!). 

Наиболее ярко противоречие теории и эксперимента проявилось в опытах 
Штерна и Герлаха (1922) [14, 42]. Суть этих опытов в следующем: если пропус-
кать узкий пучок, скажем, атомов водорода в основном состоянии (n = 1, l = 0) 
через область неоднородного магнитного поля, то обнаруживается, что пучок 
расщепляется на два.  

Результаты опытов можно объяснить, предположив, что атом водорода в 
основном состоянии обладает магнитным моментом. Тогда гамильтониан атома 
(заряд = 0) в магнитном поле запишется в виде 

2ˆˆ ˆ ,
2 H

H
m

= −
p MB       (10.122) 

где В = B(r) – индукция неоднородного магнитного поля. Если ось z направить 
по полю, то на атом, влетающий в область поля перпендикулярно оси z, начи-
нает действовать сила: 

.z z
BM
z

∂
=

∂
F e              (10.123) 

Эксперимент показал, что проекция магнитного момента атома в основном 
состоянии на заданное направление может принимать только два значения: 

B ,= ±µzM       (10.124) 
где μB – введенный выше магнетон Бора. 
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Поскольку в основном состоянии орбитальный момент электрона равен 
нулю, а масса ядра атома водорода (протона) значительно больше массы элек-
трона, то естественно предположить, что электрон обладает собственным маг-
нитным моментом μ, величина которого равна μB. При этом магнитный момент 
электрона пропорционален его собственному моменту импульса (спину) S: 

,Sg=μ S  (10.125) 
где gS – спиновое гиромагнитное отношение. 

Тогда результаты эксперимента интерпретируются так: 

B , , 2 .
2

= µ = µ = = ± = =


z z S z z S L
e

eM g S S g g
m c       (10.126) 

Заметим, что для электрона е < 0, так что и  gS < 0. 
Гипотезу о существовании спина электрона выдвинули Уленбек и Гауд- 

смит (1925) [43], предложившие модель электрона в виде заряженного шарика, 
который вращается вокруг своей оси. Хотя такая полуклассическая модель объ-
ясняет пропорциональность магнитного и механического моментов, но дает не-
правильное значение спинового гиромагнитного отношения, равное орбиталь-
ному: из эксперимента следует в два раза большее значение.  

10.9. Уравнение Паули 

Спин в аппарат квантовой механики был введен Паули [44, 45]. Он пред-
ложил (постулировал) в 1927 г. для описания электрона уравнение, которое но-
сит его имя: 

2

P P
1ˆ ˆ ˆ ˆ, .

2
∂ψ  = ψ = − + Φ − ∂  


e

ei H H e
t m c

p A μB  

Гамильтониан Паули отличается от шредингеровского добавлением слага-
емого, описывающего взаимодействие с магнитным полем спинового магнит-
ного момента электрона, представляемого оператором 

B
ˆˆ .= = −µSgμ S σ     (10.127) 

Как мы отмечали, спиновая волновая функция электрона является двух-
компонентной: 

1

2

.
χ 

χ =  χ 
          (10.128) 

С другой стороны, оператор, преобразующий волновую функцию при по-
вороте на угол ϕ относительно заданной оси n, определяется моментом количе-
ства движения: 

ˆexp ,iRϕ
 = ϕ 
 

n Ln


   (10.129) 
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так что при повороте вокруг оси z спиновая функция преобразуется как 

2 .
z

z
i iS

e e
σ

ϕ ϕ
′χ = χ = χ       (10.130) 

В частности, при повороте на 2π получим преобразование 

.ie π′χ → χ = χ = −χ               (10.131) 
Следовательно, для спинора этот поворот не эквивалентен тождественному 

преобразованию, как это имеет место для целочисленных моментов. Чтобы по-
лучить тождественное преобразование, нужно систему повернуть на 4π! 

10.10. Прецессия спина в магнитном поле. Представление Шредингера 

Если проекция спина на направление магнитного поля не имеет опреде-
ленного значения, то состояние частицы в магнитном поле будет нестационар-
ным. В однородном поле оператор взаимодействия магнитного момента части-
цы с полем не содержит координат, поэтому мы можем представить волновую 
функцию в виде произведения спиновой и координатной частей. Для нейтраль-
ной частицы координатная часть волновой функции не зависит от магнитного 
поля, и она описывает просто свободное движение частицы. 

Интересующие нас эффекты связаны со спиновой частью волновой функ-
ции, и поэтому мы будем рассматривать только ее. 

Спиновая часть гамильтониана HS для частицы со спином s = 1/2 есть 
ˆ ˆ ,SH = −μB  (10.132) 

где 

B B Bˆˆ ,
2

= µ = µ = γµ = µg g σμ s σ σ              (10.133) 

величина γ представляет собой магнитный момент μ частицы, выраженный в 
единицах магнетонов Бора μB; вектор σ = (σx, σy, σz) образован матрицами Пау-
ли σi; s = S/ћ = σ/2 – обезразмеренный оператор спина частицы. Заметим, что 
при таком определении связи магнитного момента и спина g-фактор становится 
безразмерным. Поскольку магнитный момент µ для электронов близок к магне-
тону Бора с высокой точностью, то µ = µB = eћ/2mec (e = −|e|)) и g ≈ 2. Для нук-
лонов же их магнитные моменты μ существенно отличаются от ядерного маг-
нетона μN, они содержат еще и так называемую аномальную часть µ′ (аномаль-
ный магнитный момент):  

.
2

′µ = µ −µ ≡ µ −


N
p

e
m c               (10.134) 

В частности, у нейтрона магнитный момент целиком аномален в силу его 
нейтральности.  
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Таким образом, g-факторы нуклонов существенно отличны от 2, что сви-
детельствует о более сложной структуре нуклонов по сравнению с электроном, 
g-фактор которого очень близок к двум. 

Обозначим через n единичный вектор вдоль направления поля B. Его де-
картовы составляющие nх, ny, nz в сферической системе координат выражаются 
через углы θ, ϕ:  

sin cos , sin sin , cos .x y zn n n= θ ϕ = θ ϕ = θ   (10.135) 
Тогда 

( )ˆ .= −µSH B σn     (10.136) 
Соответственно, оператор эволюции (см. равенство (5.20)) спиновой части есть 

( ) ( )
.

− − µ
= = 

i iHt B t
S t e e

σn
    (10.137) 

Разлагая экспоненту в ряд и пользуясь свойствами матриц Паули, в силу 
которых ( )2 1=σn , можно привести S к виду 

( ) ( ) ( )cos sin .
− µ µ µ

= = = + 

 

ti iH B t B BS t e e t i t
σn

σn         (10.138) 

Допустим, что в начальный момент спин частицы имел проекцию +1/2 на 
ось z. Тогда амплитуда вероятности иметь проекцию –1/2 на ось z (амплитуда 
переворота спина) в момент t равна 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1/2,1/21/2 1/2 1/ 2 1/ 2

cos sin sin

sin cos sin sin sin

sin cos sin sin sin sin .

−→ −

ϕ

≡ = − ≡ − + =

µ µ µ = − + + = − + =  
µ

= − σ + θ ϕ+ − σ + θ ϕ =

µ µ
= θ ϕ+ ϕ = θ

  



 

x y

i

A A S t S t

B B Bt i t i t

Bi t

B Bi i t ie t

σn σn

 (10.139) 

Величину sin θ можно выразить через поперечную составляющую B⊥ маг-
нитного поля B: 

2 2
sin ,

z

B B
B B B
⊥ ⊥

⊥

θ = =
+

      (10.140) 

где 
2 2 .x yB B B⊥ = +               (10.141) 
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Так что для вероятности переворота спина W–1/2, 1/2, получаем 
2 2

2
1/2, 1/2 2 2 2 2

1 2sin 1 cos .
2

⊥ ⊥
−

⊥ ⊥

µ µ = = − + +   z z

B BB BW t t
B B B B       (10.142) 

10.11. Прецессия спина в магнитном поле. Представление Гейзенберга 

Чтобы более наглядно представить картину, рассмотрим задачу в пред-
ставлении Гейзенберга, в котором во времени изменяются операторы, а волно-
вые функции остаются неизменными. В этом случае операторное уравнение 
движения спина будет иметь вид (см. уравнение (5.36)) 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
2 2

µ
= − = − = − −

  

i i iH H H Hs s s σ σ σB σ σ σB       (10.143) 

или в компонентах (см. соотношение (10.84)) 

( ) .
2i k k i i k ikl k l
is B Bµ µ

= σ σ −σ σ = − ε σ

 

              (10.144) 

Здесь подразумевается суммирование по повторяющимся индексам k и l, а пе-
рестановочные соотношения (10.84) переписаны в тождественной форме 

[ ], 2 .σ σ −σ σ = − σ σ = − ε σk i i k i k ikl li  (10.145) 
В результате из равенства (10.144) с использованием соотношения (10.87) 

имеем 

[ ]2 .µ
= − ×



s s B        (10.146) 

Это выражение можно тождественно переписать в виде 

[ ],= = −µ ×


s S σ B   (10.147) 

который совпадает с классическим уравнением движения механического волч-
ка с моментом импульса S под действием момента силы, действующей на маг-
нитный момент в магнитном поле. 

Усреднив равенство (10.146) по неменяющемуся состоянию, получим 
уравнение для вектора среднего спина, или поляризации P = 〈s〉/s = 2〈s〉 = 〈σ〉: 

[ ]2 .µ
= − ×



P P B     (10.148) 

Это уравнение описывает прецессию вектора P (спина) относительно направле-
ния поля B с частотой ω0 = −2μB/ћ. Действительно, направив ось z по магнит-
ному полю B, т. е. полагая Bz = B, Bx = By = 0, получаем систему уравнений 

2 2, , 0.x z y y z x zP B P P B P Pµ µ
= + = − =  

 

 (10.149) 
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Как нетрудно видеть, решение этой системы (при Px(0) = 0, Py(0) = P0⊥) – 

0 0 0 0 0const , sin , cos ,z x yP P P P t P P t⊥ ⊥= = = ω = ω


     (10.150) 
где величина 

0
2µ

ω =


B
  (10.151) 

называется ларморовской частотой прецессии спина. 
Таким образом, вектор P⊥ с компонентами (Px, Py) вращается в плоско-

сти (x, y) против часовой стрелки (если смотреть вдоль вектора B) с угловой 
скоростью ω0, т. е. спин прецессирует относительно направления поля B 
(рис. 10.2) против часовой стрелки. 

Таким образом, частоту прецессии можно записать в векторном виде как 

0
2 .µ

= −
Bω


 (10.152) 

Если частица заряжена, то в том же поле на нее действует сила Лоренца 

[ ].= ×
e
c

F v B        (10.153) 

Классическое уравнение движения этой частицы имеет вид 

[ ] [ ]D2 ,µ
= × ≡ ×



e
mc

v v B v B      (10.154) 

где мы обозначили через D / 2µ = e mc  нормальный (или дираковский) магнит-
ный момент частицы с массой m и зарядом e (для электрона это магнетон Бора, 
для протона – ядерный магнетон).  

Таким образом, точно так же, как и спин, вектор скорости v прецессирует 
вокруг направления B с угловой скоростью 

D2 .µ
ω = − = −



BeB
mc     (10.155) 

Когда µ′ = 0, эта угловая скорость совпадает со скоростью 2μDB/ћ и, следо-
вательно, вектор поляризации сохраняет постоянный угол с направлением дви-
жения. 

Рис. 10.2. Прецессия спина вокруг маг-
нитного поля B с угловой частотой ω0 
против часовой стрелки, т. е. вектор ω0 
направлен против B 



Наличие аномального магнитного момента приводит к прецессии спина 
относительно направления скорости частицы. Это используется для прямого 
измерения аномальных магнитных моментов частиц, так называемые (g – 2)-
эксперименты. 
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Глава 11. Движение частицы в центральном поле 

Под движением частицы в центральном поле понимается движение части-
цы в потенциале неподвижного силового центра. Однако источником силового 
поля обычно является другая частица (например, ядро для электрона в атоме) 
или даже макроскопическое тело (например, кристалл, в котором движутся 
электроны или нейтроны), т. е. рассматривается задача о движении двух взаи-
модействующих тел, поэтому уточним понятие неподвижного силового центра. 

Гамильтониан системы двух взаимодействующих тел (частиц) имеет вид 

( )
2 2
1 2

1 2
1 2

ˆ ˆ
,

2 2
H U

m m
= + + −

p p r r

где m1, p1, r1 и m2, p2, r2 – массы, импульсы и координаты первой и второй ча-
стиц соответственно. Зависимость потенциала взаимодействия U(|r1 – r2|) этих 
частиц только от расстояния между ними означает центральность сил. Напом-
ним, что системой центра масс (с. ц. м.) называется система отсчета, в которой 
центр масс покоится, т. е. полный импульс P = p1 + p2 = 0 и p1 = – p2 = p. 
В классической механике координаты центра масс определяются из условия, 
что центр масс системы движется равномерно и прямолинейно (закон сохране-
ния полного импульса системы):  

1 1 2 2 const,M m m= = + =P R r r

 

где M = m1 + m2, откуда следует 

1 1 2 2

1 2

.m m
m m
+

=
+

r rR

Таким образом, в системе центра масс (p1 = – p2 = p) гамильтониан примет 
вид 

( ) ( )
2 2

1 2

ˆ 1 1 ,
2 2

H U U r
m m m

 
= + + ≡ + 

 

p pr

где r = |r| ≡ |r1 – r2| – расстояние между частицами; m – приведенная масса, 

1 2

1 2

.m mm
m m

=
+

В результате задача о движении двух взаимодействующих частиц сводится 
к задаче о движении одной частицы с приведенной массой в поле неподвижно-
го силового центра. Когда масса одной из частиц существенно превышает мас-
су другой, приведенная масса практически совпадает с массой легкой частицы 
(как, например, для электрона в атоме водорода или для движения частицы в 
кристалле). Когда же массы одинаковы (как, например, в случае дейтона – си-
стемы, состоящей из протона и нейтрона, связанными ядерными силами), при-
веденная масса равна половине массы частицы (подробнее см. раздел 12.5). 
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11.1. Уравнение Шредингера в сферических координатах 
 

Рассмотрим движение частицы в стационарном поле, в котором ее потен-
циальная энергия зависит от координат следующим образом: 

( ) 2 2 2, ,U U r r x y z= = = + +r                          (11.1) 
т. е. зависит только от расстояния до силового центра, расположенного в начале 
координат. Такое поле называется центрально-симметричным, или просто 
центральным. В этом случае гамильтониан 

( )
2ˆˆ

2
= +H U r

m
p

                                          (11.2) 

инвариантен относительно поворотов в пространстве и поэтому должен комму-
тировать с оператором орбитального момента: 

ˆ ˆ, 0.  = H L                                               (11.3) 

Это можно непосредственно увидеть, если записать в сферических координатах  
оператор квадрата импульса 

2 2
2 2 2 2

2 2
ˆ .r

r r r r
∂ ∂ = − ∇ = − + ∂ ∂ 

Lp 

                             (11.4) 

Давайте сделаем это в самом общем виде. Используя соотношение (10.89) 
в виде  

            
[ ] [ ]( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) [ ]( ) ,
× ⋅ × = − ≡

 ≡ ⋅ − = × × 

a b b a ab ba aa bb

a b ba a bb a b b a                             (11.5) 

имеем 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ . = × = − × ⋅ × = − ⋅ × × = − − rL r p p r r p p r r p p r rp p   (11.6) 

Из фундаментального коммутационного соотношения 

[ ]ˆ , = − δi k ikp x i                                           (11.7) 
следуют коммутаторы 

[ ] 2ˆ ˆ ˆ ˆ, 3 , , 2 , = − = − = − = −  i i i ip x x p i r ip r pr rp p r          (11.8) 

откуда 

( )( ) ( ) ( )22 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .= − + = − + r r iL pr rp p p p rp rp                   (11.9) 
Далее имеем 

( )2 2 2
2

ˆ ˆ, .i i r r r
r r r
∂ ∂ ∂ = − ∇ = − = − + ∂ ∂ ∂ 

rp r rp             (11.10) 
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В итоге из уравнения (11.9) получаем 

( ) ( )2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2
2 2

2 2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ 1 1ˆ

ˆ ˆ2 .

i
r r r r r r r r r

r
r r r r r r r r

∂ ∂ ∂ = − + = − + − + = ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂   = − − + ≡ − +   ∂ ∂ ∂ ∂   

rp rp L Lp

L L



 





      (11.11) 

Из этого выражения, очевидно, следует 2 ˆˆ , 0.  = p L

Стационарное уравнение Шредингера для частицы в центральном поле 
принимает вид 

( )
2 2

2
2 2

ˆ
.

2 2
r U r E

mr r r mr
 ∂ ∂ − + + ψ = ψ  ∂ ∂  

L

       (11.12) 

Мы определили (см. формулу (10.61)) вид оператора 2 2 2ˆˆ l=L   и его собствен-
ные функции в сферической системе координат. Так что волновую функцию 
стационарных состояний движения частицы с определенными значениями L2, 
Lz в произвольном поле сферической симметрии можно записать в виде 

( ) ( ) ( ), , ,, , , ,ψ θ ϕ = θ ϕE l m E l lmr f r Y    (11.13) 
где fE, l(r) – радиальная часть волновой функции, вид которой зависит от энер-
гии Е и значения L2 (или l). Поскольку в поле сферической симметрии нет вы-
деленных направлений в пространстве, то радиальная функция f (r) не может 
зависеть от значения квантового числа m. Заметим, что в случае дискретного 
спектра энергий, когда значения энергии принимают дискретные значения 
E = En, индекс E у волновых функций обычно заменяется на n, как это мы сде-
лали в разделе 10.7 при рассмотрении атома в магнитном поле. 

Подставив в уравнение Шредингера волновую функцию (11.13) для fl(r) 
(индекс E для краткости опускаем), получаем 

( ) ( )
222

2 2

12 .
2 2

 + 
− + + + =  

   



 l l
l l

l ld f df U r f Ef
m dr r dr mr          (11.14а) 

Представив радиальную часть в виде fl(r) = Rl(r)/r, находим уравнение для ради-
альной функции Rl(r) = rfl(r): 

( ) ( )22 2

2 2

1
.

2 2
l

l l
l ld R U r R ER

m dr mr
 +

− + + = 
 




             (11.14б) 

Оно определяет спектр энергий системы. Поскольку функция fl(r) при r = 0 
должна быть конечной, то функция Rl(r) должна равняться нулю при r = 0.   

Каждое из стационарных состояний с определенным значением l будет 
(2l + 1)-кратно вырождено 2l + 1 значениям m соответственно.  
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Таким образом, для радиальной функции мы получили одномерное урав-
нение Шредингера на полупрямой (r ≥ 0) в эффективном потенциальном 
поле Ul(r) 

( ) ( ) ( )2

2

1
,

2l

l l
U r U r

mr
+

= +


   (11.15) 

где второе слагаемое носит название центробежного потенциала (центробеж-
ной энергии). В отличие от одномерной задачи на всей оси (−∞, ∞) здесь 
Rl(0) = 0.  

Заметим, что интегралом движения является также четность, поскольку 
оператор инверсии коммутирует с гамильтонианом частицы в центральном 
поле. Из свойств функции Ylm вытекает, что четность состояния есть (–1)l 
(см. равенство (10.79)). 

11.2. О физическом смысле центробежного потенциала 

Рассмотрим с классической точки зрения движение частицы с энергией 
2 / 2E mx= 

 вдоль оси x (на минимальном расстоянии b от силового центра с 
радиусом R, рис. 11.1). Видим, что с точки зрения радиального движения (т. е. 
изменения координаты r) частица сначала приближается к центру до мини-
мального расстояния b, а потом, как будто бы оттолкнувшись от невидимого 
барьера, удаляется от него. Это и есть центробежный барьер.  

Действительно, вычислим радиальную кинетическую энергию 2 / 2mr , свя-
занную с радиальной скоростью .r  Имеем 

2 2 ,r x b= +  
соответственно, 

1 2 .
2

xxr xx
r r

= =


 

 

Тогда радиальная энергия будет равна 

( )2 2 22 2 2 2 2

2 2 2 ,
2 2 2 2 2

−
= = = −



  

m r b xmr mx x mx L
r r mr

 

где L mxb=   – момент импульса частицы. 

Рис. 11.1. Движение частицы вдоль оси x с имуль-
сом mx  на минимальном (прицельном) расстоя-
нии b от силового центра. При R < b полная энер-
гия частицы совпадает с кинетической 2 / 2,= E mx  
L = pb – момент импульса частицы 
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Таким образом, с точки зрения радиального движения полная энергия ча-
стицы E представляется в виде суммы кинетической энергии радиального дви-
жения и центробежного потенциала: 

2 2 2

2 .
2 2 2

mx mr LE
mr

= = +
   

Именно так центробежный потенциал и входит в радиальное уравнение Шре-
дингера (11.14а). В области действия сил к кинетической энергии добавится по-
тенциальная энергия U(r), так что эффективная потенциальная энергия Ul(r) 
для частицы с моментом l будет даваться выражением (11.15). Причина появле-
ния такого фиктивного потенциала в том, что координатная сетка в сфериче-
ской системе координат является криволинейной. 

11.3. Асимптотическое поведение радиальной волновой функции 
при r → 0 и r → ∞ 

11.3.1. Сначала рассмотрим случай асимптотики при r → 0 

1. Предположим, что при r → 0 r2U(r) → 0. Уравнение (11.14б) при этом
запишется в виде 

( )
2

2
2 1 0.l

l
d Rr l l R
dr

− + =           (11.16) 

Будем искать решение в виде ,λ=lR r  подставляя его в уравнение (11.16). 
Получаем 

( ) ( )1 1 0.l lλ λ − − + =  (11.17) 

Корнями этого уравнения, очевидно, будут λ1 = l + 1, λ2 = –l. Чтобы решение 
fl(r) было конечным (регулярным) при r → 0, мы должны выбрать корень 
λ1 = l + 1. Следовательно, при r → 0 радиальная волновая функция ведет себя 
как   

( ) ( ) const .= = ⋅l l
l

R r
f r r

r          (11.18) 

Заметим, что при r = 0 отлична от нуля только волновая функция fl с l = 0 
(функция s-состояния). Все волновые функции fl(r) с отличными от нуля орби-
тальными моментами при r = 0 обращаются в нуль.  

2. Если же потенциальная энергия ведет себя как

( )2 2

2 ,m aU r
r

= −


 (11.19) 



217

то вместо равенств (11.16, 11.17) получаем 

( )
2

2
2 1 0+ − + =  

l
l

d Rr a l l R
dr   (11.20) 

и 
( ) ( )1 1 0.a l lλ λ − + − + =  (11.21) 

Корнями (11.21) являются 

( )1, 2
1 1 1 .
2 4

λ = ± + + −l l a           (11.22) 

Как видим из равенства (11.22), при a > l(l + 1) + 1/4 корни становятся 
комплексными: 

( )( ) ( )1, 2
1 11 4 1 4 1 1 ,
2 2

λ = ± − − + ≡ ± γi a l l i   (11.23) 

где ( )4 1 4 1 .a l lγ = − − +  В этом случае конечных решений fl(r) уравнения 

Шредингера (11.12) при r → 0 не существует. Одно из них ведет себя как 
r–1/2 exp(iγ ln r), другое – как r–1/2 exp(–iγ ln r), так что общее решение 

( ) ( ) ( )1/2~ cos ln .−= ⋅ γ + αl
l

R r
f r C r r

r   (11.24) 

Эта функция при r → 0 имеет бесконечное число нулей, поскольку 
ln r → ∞ при r → 0. Но из решения одномерной задачи о частице в потенциаль-
ной яме мы помним, что число узлов (нулей) волновой функции совпадает с 
номером уровня, отсчитываемого от основного состояния (основное состояние 
в одномерном случае не имеет нулей). Наличие бесконечного числа нулей 
означает, что основное состояние находится при Е0 = –∞. Но поскольку в лю-
бом состоянии дискретного спектра частица в основном находится в области 
E > U, то Е = –∞ будет означать, что частица находится в бесконечно малой об-
ласти вокруг начала координат. Этот результат соответствует классическому 
падению частицы на центр.  

11.3.2. Асимптотика при r → ∞ 

Рассмотрим теперь асимптотическое поведение радиальной волновой 
функции при r → ∞.  

1. Пусть U(r) убывает быстрее, чем r–1 при r → ∞, тогда уравнение (11.14) в
пренебрежении потенциалами запишется как 

22

2 .
2

l
l

l

d R ER
m dr

− =


          (11.25) 
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Для случая Е > 0, полагая 
2 2

,
2

kE
m

=


      (11.26) 

будем иметь 
( ) 1 2~ .ikr ikr

lR r c e c e−+            (11.27) 
Все значения k допустимы, так что спектр энергии сплошной.  

Для случая Е < 0 при 
2 2

2
κ

= −
E

m      (11.28) 

получаем 
( ) 1 2~ .r r

lR r c e c eκ −κ+          (11.29) 
Если выбрать конечное при r = 0 решение fl(r), то, вообще говоря, оба коэффи-
циента в соотношении (11.29) будут отличны от нуля. Лишь при определенных 
значениях энергии с1 = 0. Это и есть собственные значения энергии. Как прави-
ло, они зависят от l. Радиальная волновая функция fl(r) при этом имеет асимп-
тотику 

( ) ( ) ~ .
r

l
l

R r c ef r
r r

−κ⋅
=           (11.30) 

2. Если при r → ∞ U(r) убывает, как –q2/r, тогда асимптотика видоизменя-
ется. При Е > 0, полагая 2 2 / 2 ,E k m=  2 2 / 2 ,q m= β для уравнения (11.14а) по-
лучаем 

2
2

2 0.l
l

l

d R k R
dr r

β + + = 
 

         (11.31) 

Ищем решение в виде 
.r

lR r eλ α=          (11.32) 
Подставляя в равенство (11.31), будем иметь 

          2 1 2 2 1( 1) 2 0.λ − λ − λ λ λ −λ λ + + λα +α + +β =r r r k r r              (11.33) 
Оставляя главные члены, получаем 

2 2 , ;

.
2 2

k ik

i
k

α = − α = ±
β β

λ = − = ±
α

 (11.34) 

Таким образом, при r → ∞ и Е > 0 асимптотика имеет вид 

ln ln
2 21 2 1 22 2~ .
β β   β β + − +−    −    + = +

i kr r i kr ri iikr ikr k kk k
l

c c c cf r e r e e e
r r r r       (11.35) 



219

При r → ∞ и Е < 0 ( )2 / 2E m= − κ  вместо равенств (11.34) получим

2 2 , ; ,
2 2
β β

α = κ α = ±κ λ = − =
α κ

  (11.36) 

а вместо соотношения (11.35) будем иметь 

2~ .
β

−κκ r
l

cf r e
r        (11.37) 

11.4. Частица в сферической яме прямоугольной формы 

Задача о частице в прямоугольной потенциальной яме (рис. 11.2) глуби-
ной U0 и радиусом a является простейшим примером, на котором могут быть 
пояснены некоторые принципиальные вопросы. Кроме того, эта задача служит 
основой для формулировки методов приближенного решения ряда задач, не 
поддающихся точному решению. Радиальная волновая функция Rl удовлетво-
ряет уравнению (11.14б), которое мы перепишем в виде 

( ) ( )222

2 2

1
0.

2 2
l

l

l ld R E U r R
m dr mr

 +
+ − − = 
 





             (11.38) 

При малых r она должна себя вести как rl + 1 (см. равенство (11.18)), т. е. удовле-
творять граничному условию R0(0) = 0 и экспоненциально (11.30) убывать при 
r → ∞. 

При U(r) < 0 возможны связанные состояния с отрицательными энергиями 
Е < 0, из них низшему (основному) энергетическому состоянию отвечает l = 0 
(s-состояние), так как при l ≠ 0 появляется центробежное отталкивание, приво-
дящее к положительной добавке к энергии.  

Рис. 11.2. Потенциал сферической прямоугольной 
ямы: ( ) ( ) ( )0 0 0  при ; 0 при .U r U U r a U r r a= − > < = ≥  

W – энергия связи; ( ) 2 2
0 / 2U W k m− = − кинетическая 

энергия внутри ямы  
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Сначала рассмотрим случай l = 0 (s-состояния). Для функций R0 таких со-
стояний из равенства (11.38) при r < a имеем 

[ ]
2

0
0 02 2

2 0,d R m U W R
dr

+ − =


                             (11.39) 

где W = – E – энергия связи связанного состояния с энергией E < 0. Величина 
U0 – W есть не что иное, как кинетическая энергия частицы внутри ямы 
(см. рис. 11.2). 

Решение уравнения (11.39), которое обращается в нуль при r = 0, имеет вид  

0 sin , ,R A kr r a= <                                   (11.40) 
где 

( )02
.

m U W
k

−
=



                                      (11.41) 

При r ≥ a имеем 
2

20
02 0,d R R

dr
− γ =                                      (11.42) 

где  

2

2 .mW
γ =



                                              (11.43) 

Решение (11.42), убывающее на бесконечности, имеет вид 

0 , .rR Be r a−γ= ≥                                   (11.44) 

Мы теперь должны сшить решения уравнений (11.40) и (11.44) на границе 
ямы. Из условия непрерывности R0 и ее производной следует также непрерыв-
ность и логарифмической производной R0′/R0 (производной от ln R0). Используя 
это условие при r = a, получаем kctg ka = –γ или, учитывая равенства (11.41, 
11.43), 

 

0

ctg .Wka
k U W
γ

= − = −
−

                                 (11.45) 

Это трансцендентное уравнение определяет дискретные уровни энергии E = –W 
частицы в яме. Вводя безразмерные величины 

0, 0ξ = ≥ η = γ ≥ka a  

из соотношения (11.45) с учетом уравнений (11.41) и (11.43) получаем 
2

2 2 0
2

2ctg , .η = −ξ ξ η + ξ =


mU a                         (11.46) 

Уравнения (11.46) можно решить либо численно, либо графически. В по-
следнем случае значения η и ξ, удовлетворяющие одновременно обоим уравне-
ниям (11.46), определяются точками пересечения кривой η = – ξ ctg ξ с окруж-
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ностью радиуса 2
02 / .a mU    На рисунке 11.3 изображены кривые η = – ξ ctg ξ 

и три окружности, отвечающие разным глубинам ямы. Окружность 1 соответ-
ствует неравенству 

2 2
0

2

2 .
4

mU a π
<



 (11.47) 

В этом случае отсутствует пересечение и, следовательно, нет стационар-
ных состояний с отрицательной энергией. Частица не задерживается в яме и 
может уходить в бесконечность, т. е. отсутствуют связанные состояния. Вели-
чина U0a2 называется мощностью ямы, и этой мощности не хватает, чтобы 
удержать частицу в яме. Окружность 2 соответствует радиусу и глубине ямы, 
при которых выполняется неравенство 

22 2
0

2

2 9 .
4 4

mU aπ π
≤ <



 (11.48) 

В этом случае имеется одно пересечение – одно состояние с отрицательной 
энергией. Эту энергию можно определить по значению η1, соответствующему 
точке пересечения кривых по формуле 

2 2 2 2
1 1

1 1 2 ,
2 2

E W
m ma
γ η

= − = − = −
 

  (11.49) 

которая следует из уравнений (11.43) и (11.46). Кривая 3 соответствует такой 
мощности ямы U0a2, при которой в ней имеются два связанных состояния.  

Таким образом, в отличие от одномерного случая в трехмерной яме свя-
занного уровня не существует, если при данном радиусе a глубина ямы U0 не-
достаточно велика (см. неравенство (11.47)). Уровень появляется, когда ее глу-
бина становится равной 

Рис. 11.3. Графическое решение уравне-
ний (11.46) 
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2 2

0 2 .
4 2

U
ma

π
=

                                                    (11.50а) 

Это объясняется тем, что функция R0 для основного состояния имеет один 
узел (при r = 0) и соответствует не основному состоянию в одномерной яме    
(волновая функция которого не имеет узлов), а первому возбужденному. Ясно, 
что это обстоятельство не является свойством лишь прямоугольной ямы, а име-
ет общий характер. 

При дальнейшем углублении ямы появляются второй, третий и так далее 
уровни. Условие появления n-го уровня есть 

( )2 2 2

0 2

2 1
.

4 2
n

U
ma

− π
=

                                          (11.50б) 

 
11.5. Слабосвязанное основное состояние частицы  

 
Важным специальным случаем является слабосвязанное состояние, для ко-

торого W << U0, так что уровень лежит близко к границе сплошного спектра. 
Примерами могут служить дейтон или отрицательный атомный ион.  

В этом случае из уравнения (11.45) имеем  

0 0

ctg , ctg 1,W Wka ka
k U W U
=

γ
= − − ≈ −

−


            (11.51) 

т. е. ctg ka < 0 и мал по величине, следовательно, ka слегка превышает π/2. При 
ka = π/2 уровень выходит на поверхность (W = 0). Условие ka = π/2 в силу урав-
нения (11.41) совпадает с формулой (11.50а). При этом, как следует из соотно-
шений (11.51), γa << 1. Это условие означает, что радиус волновой функции 
вне ямы, т. е. характерная величина 1/γ значительно превышает размер са-
мой потенциальной ямы. Такая особенность волновой функции свойственна 
не только слабосвязанному состоянию в прямоугольной яме, но и любой 
другой короткодействующей яме произвольной формы.  

Действительно, изобразим волновую функцию (рис. 11.4) такого сла-
босвязанного состояния, описываемую выражениями (11.40, 11.44), с учетом 
равенства (11.51). 
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Рис. 11.4. Графическое изображение волновой функции слабосвязанного уровня 

 
Можно устремить радиус ямы к нулю, а глубину – к бесконечности  

(модель потенциала нулевого радиуса), так чтобы произведение U0a2 (мощ-
ность ямы) оставалось постоянным, не изменяя при этом положения уровня 
(см. равенства (11.46) и рис. 11.3). Тогда область, занимаемая внутренней 
функцией, будет стремиться к нулю и частица с подавляющей вероятностью 
будет находиться вне ямы. По этой причине нормированная волновая функция 
R0(r) = C exp(–γr) оказывается достаточно близка к истинной функции и с хо-
рошей точностью может использоваться во многих расчетах. А поскольку для 
другой формы потенциала R0(r) заметно изменяется только при r < a, то эта 
функция близка к истинной для любой другой формы короткодействующего 
потенциала. Хотя в этом приближении волновая функция fl(r) при r = 0 обраща-
ется в бесконечность, она может быть нормирована, причем основной вклад в 
нормировочный интеграл дает область r > a. Поэтому нормированная функция 

0 ( )
2

−γγ
=

π
rR r e                                         (11.52) 

является хорошим приближением для многих расчетов. 
Также можно показать, что у частицы при наличии слабосвязанного ос-

новного s-состояния с энергией связи 
2 2

2
γ

=
W

m                                                (11.53) 

не может быть возбужденных состояний (т. е. состояний с меньшими энергия-
ми связи) с более высокими орбитальными моментами.  
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Действительно, оценим энергию центробежного отталкивания для l = 1 при 
r ~ γ–1. Она равна  

( ) ( ) ( )
2 2 2

цб цб
12

1
, 2 2 ,

2 2l

l l
U r U r W

mr m
+ γ

= = =




                  (11.54) 

т. е. удвоенной энергии связи.  
Таким образом, если силы взаимодействия являются центральными, уже  

p-состояние должно лежать в области непрерывного спектра.   
 

11.6. Состояния частицы с ненулевым орбитальным моментом 
 

Обратимся теперь к случаю l ≠ 0. Предварительно приведем некоторые не-
обходимые в дальнейшем сведения из теории функций Бесселя. Представим 
уравнение (11.14) в виде 

( ) ( )2

2 2 2

12 2 0
+ 

+ + − − = 
 

l l
l

l ld f df m E U f
dr r dr r                (11.55) 

и рассмотрим похожее уравнение 

( )2

2 2

12 1 0.
+ 

+ + − = 
 

l l
l

l ld f df f
dz z dz z                         (11.56) 

Его решение называется сферической функцией Бесселя. С помощью элемен-
тарных выкладок можно показать, что уравнение (11.56) эквивалентно системе 
уравнений первого порядка: 

( )

( )

1
11

1 1
1

1 ,

.

+
−+

− − +
−

=

= −

l
l ll

l l
l l

d z f f
z dz

dz z f f
dz

                                     (11.57)  

Для того чтобы в этом убедиться, нужно выражение для fl – 1 из первого 
уравнения (11.57) подставить во второе уравнение. Уравнениями (11.57) можно 
воспользоваться для рекуррентного построения функций fl. Начнем с f0.   

Произведение f0z удовлетворяет уравнениям 

( )

( )

1 0

0 1

,

.

d zf f z
dz
d zf f z
dz

−

−

= −

=
 

Дифференцируя второе из них, имеем 

( )
2

0 02 0.d zf f z
dz

+ =                                         (11.58)  
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Выбирая различные линейно независимые решения уравнения (11.58), по-
лучаем разные виды сферических бесселевых функций. Так, выбирая его реше-
ния в виде sin z и –cos z, получаем сферические функции Бесселя j0(z) и Нейма-
на n0(z) 

( ) ( )0 0
sin cos, .z zj z n z

z z
= = −    (11.59) 

Выбирая решения в виде ехр (±iz), получаем сферические функции Ханкеля 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
0 0, .

iz ize eh z h z
iz iz

−

= = −    (11.60) 

Далее из второго уравнения (11.57) для f1 имеем 

( )0 1,
d f f
dz

= −

т. е. 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 12 2

1 2
1 12 2

sin cos cos sin, ,

1 1 1 1, −

= − = − −

   = − = − +   
   

iz iz

z z z zj z n z
z z z z

i ih z e h z e
i z z i z z

   (11.61) 

и т. д. Между функциями jl, nl и ( )1
1h  и ( )2

1h  существуют соотношения, вытекаю-
щие из их определения:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 2 .= ±l l lh z j z in z    (11.62) 

При z → 0 функции jl и nl ведут себя как 

( ) ( )
( )

( )

2

2

1

1 ... ,
1 3 5 ... 2 1 2 2 3

1 3 5 ... 2 1
1 ... .

2 1 2+

 
= − + ⋅ ⋅ + + 

 ⋅ ⋅ −
= − − + − 

l

l

l l

z zj
l l

l zn
z l

    (11.63) 

При z → ∞ их асимптотики имеют вид 

( ) ( )

( ) ( )1 , 2 2

sin cos
2 2~ , ~ ,

1~ .
π ± − 

 

π π   − −   
   −

±

l l

li z

l

l lz z
j z n z

z z

h e
iz

   (11.64) 
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Вернемся к уравнению Шредингера (11.55). Внутри ямы оно принимает 
вид 

( )2
2

2 2

12 0,l l
l

l ld f df k f
dr r dr r

+ 
+ + − = 

 
                        (11.65) 

вне ямы – 

( ) ( )2
2

2 2

12 0.
+ 

+ + γ − = 
 

l l
l

l ld f df i f
dr r dr r                        (11.66) 

Переходя в этих уравнениях к переменным z = kr и z′ = iγr, где k и γ определя-
ются, как и ранее, выражениями (11.41, 11.43), получаем уравнения Бесселя 
(11.56). 

Таким образом, решения уравнений (11.65) и (11.66), представляющие со-
бой радиальные волновые функции частицы в прямоугольной потенциальной 
яме, выражаются через функции Бесселя. 

Внутри ямы при r < a  с учетом конечности волновой функции в нуле име-
ем 

( ) ( ) ,l l lf Aj z Aj kr= =                                       (11.67) 
вне ямы при r ≥ a – 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 .l l lf Bh z Bh i r′= = γ                                  (11.68) 
В случае s-состояний с l = 0 мы сшивали на границе внешней и внутренней 

областей при r = a логарифмические производные функции R0 = rf0. При l ≠ 0 
для сшивки решений удобно приравнивать на границе ямы при r = a логариф-
мические производные Fl величины rl + 1fl, т. е. 

( )1

1

1 .
+

+=
l

l
l l

l

d r f
F

r f dr                                  (11.69) 

При l = 0 она совпадает с использованной нами для s-состояний. 
Рассмотрим слабосвязанное состояние γa << 1. Вычислим величину Fl для 

внешней области, используя выражение (11.68) для fl. Принимая во внимание 
поведение функции Ханкеля при малых |z| (11.62, 11.63)    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2
1

1

1 3 5 ... 2 1
~ 1 ... ,

2 2 1+

 ⋅ ⋅ − γ
= + ≈ + + 

−γ   
l l l l l

l r
h z j z in z in

lr   (11.70)  

получаем  

( )
2

.
2 1l

aF a
l
γ

=
−                                               (11.71) 

При γ2 = 0 (W = 0) появляется уровень с l ≠ 0, Fl обращается в нуль, как и в слу-
чае l = 0. Подставив равенство (11.67) в выражение для Fl во внутренней обла-
сти и учитывая (11.57), получим  
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( ) ( )1 11 2
1

1 1 1

1 .
2 1

+ ++
−

+ + +

=

γ
≡ = =

−

l ll
ll l

l l l l l
l l l

r a

d r f d z f fk a
r f dr z f k dz k a f l       (11.72) 

Таким образом, условием появления уровня с l ≠ 0 является 

( )
2

0
1 1 2

2 0.− −

 
= =  

 

l l
mU af ka f   (11.73) 

При γ ≠ 0 логарифмическая производная Fl существенно отличается от случая 
l = 0 в том отношении, что Fl пропорционально радиусу ямы a, тогда как F0 от 
него не зависит. При l = 0 даже сингулярная функция fl = Aexp(–γr)/r в прибли-
жении нулевого радиуса нормируема, тогда как в случае l ≠ 0 нормировочный 
интеграл при a → 0 расходится. Поэтому модель потенциала нулевого радиу-
са при l ≠ 0 неприменима.  

11.7. Кулоновское поле. Водородоподобный атом 

Рассмотрим движение частицы в кулоновском поле притяжения, например 
электрона в поле ядра с зарядом Z. Потенциальная энергия взаимодействия в 
этом случае имеет вид 

( )
2

.e ZU r
r

= −  (11.74) 

Для решения этой задачи удобно использовать уравнение Шрединге-
ра (11.38) для радиальной волновой функции Rl = rfl, которое запишется в виде 

( )222 2

2 2

1
0,

2 2
 + 

+ − − =  
  



 l
l

l ld R Ze W R
m dr r mr     (11.75) 

где, как и ранее, E = – W; m – приведенная масса электрона и ядра (в данном 
случае она близка к массе электрона). Удобно в этом уравнении сделать следу-
ющие подстановки:   

( )2 2
0 0

2, , 2 ,
2

mr x Ze Z mc
m

= = β β ≡ α




         (11.76) 

тогда оно примет вид 
( )2

0
2 2

1
0.

+ β
+ − − = 
 

l
l

l ld R W R
dx x x         (11.77) 

Мы должны искать решение уравнений (11.77), которое на малых расстоя-
ниях при x → 0 ведет себя как x l +1 (см. равенство (11.18)), а на больших при 
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x → ∞ как ( )~ exp ,lR W x−  см. соотношение
 
(11.37). Последнее указывает на

то, что решение следует записать в виде 

( ) .−= W x
l lR G x e (11.78) 

Подстановка в формулу (11.77) дает 

( )2
0

2 2

1
2 0.l l

l

l ld G dGW G
dx dx x x

+ β
− + − = 

 
             (11.79) 

Для решения этого уравнения используем метод разложения в степенной 
ряд, т. е. решение будем искать в виде (опускаем далее индекс l) 

( )
0

.
∞

+

=

= ∑ N s
N

N
G x C x (11.80) 

Мы выбрали xN + s потому что, как следует уже из асимптотики (11.18), решение 
в общем случае начинается с х в некоторой степени, значение s найдем далее из 
уравнения. Подстановка выражения (11.80) в уравнение (11.79) дает 

( )( ) ( )

( )

2 1

0

1 2
0

1 2

1 0.

∞
+ − + −

=

+ − + −

 + + − − + −
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∑ N s N s
N

N

N s N s

C N s N s x N s W x

x l l x

Собирая все члены с одинаковыми степенями х, получим 

( )( ) ( ){

( ) }

2

0

1 0

1 1

2 1 0.

∞
+ −

=

−

+ + − − + −  

 − + − −β = 

∑ N s
N

N

N

x C N s N s l l

C W N s    (11.81)

Чтобы это уравнение выполнялось при произвольных х, коэффициент пе-
ред каждой степенью х должен быть равен нулю. Это приводит к следующему 
выражению: 

( )
( )( ) ( )

0

1

2 1
.

1 1−

+ − −β
=

+ + − − +
N

N

W N sC
C N s N s l l (11.82) 

Так как по предположению С–1 = 0 и С0 ≠ 0, то отсюда следует 

( ) ( )1 1 .s s l l− = +

Это уравнение определяет низшую степень х, присутствующую в разложе-
нии (11.80). Решения его имеют вид 

1, .s l s l= + = − (11.83) 
Результат s = l +1 находится в согласии с асимптотическим поведением функ-
ции при малых x (11.18). Поскольку в начале координат Rl(0) = 0, то решение с 
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s = –l приводит к физически неприемлемой волновой функции. Поэтому един-
ственное подходящее решение имеет вид s = l +1. 

Заметим, что отношение (11.82) при N → ∞ стремится к величине 

1

2 ,→∞

−

→NN

N

C W
C N

которая совпадает с отношением коэффициентов разложения экспоненты 

( )2
2

.
!

N N
W x

N

W x
e

N
= ∑ (11.84) 

Таким образом, при x → ∞ ряд уравнений (11.80) для искомого 
решения G(x) будет совпадать с равенством (11.84), поскольку в нем преобла-
дают большие степени x, т. е. при x → ∞: 

( ) ( )2~ , ~ ,W x W x W x
l lG x e R G x e e−=     (11.85) 

и наша волновая функция с ростом x возрастает экспоненциально, что непри-
емлемо с физической точки зрения. Единственным выходом может быть слу-
чай, когда ряд обрывается, тогда G(x) превратится в полином конечной степени, 
и волновая функция R(x) будет экспоненциально убывать на бесконечности, как 
того требует асимптотика

 
(11.37). 

Условие обрыва заключается в том, что коэффициент CN исчезает для не-
которого конечного значения N = N0, которое должно быть равно, по крайней 
мере, единице, если решение само по себе не равно нулю. В соответствии с вы-
ражением (11.82), если принять, что s = l +1, обрыв происходит при 

( )
( )

2
0

0 0 2
0

или2 0   .
4

β
+ −β = =

+
W N l W

N l (11.86) 

Используя определение β0 соотношения (11.76), получаем спектр энергий водо-
родоподобного атома 

( ) ( )

2 4 2 2
2

2 22
0 0

.
2 2

Z e m ZE W mc
N l N l

α
= − = − = −

+ +

(11.87) 

Здесь α = e2/ħc ≈ 1/137 – постоянная тонкой структуры; m – приведенная масса. 
Величина n = N0 + l называется главным квантовым числом, так как имен-

но она определяет значения энергий стационарных состояний в кулоновском 
поле: 

22 4 2 2
2 0

2 2 2 2 .
2 2n n

Z WZ e m ZE W mc
n n n

α
= − = − = − ≡ −



(11.88) 

Здесь W0 – энергия связи основного состояния атома водорода (Z = 1) 
W0 = 13,6 эВ. 
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Поскольку ряд (11.80) обрывается на члене с N = N0 (т. е. 
0

0,NC = как и все 
остальные CN = 0 при N > N0), то функция G(x) равна степени xl + 1, умноженной 
на полином степени N0 – 1. Можно показать, что все его N0 – 1 нулей веще-
ственны. Так что радиальная волновая функция R(x), описывающая состояние с 
энергией En и орбитальным моментом l, имеет N0 узлов, включая начало коор-
динат. Таким образом, имеем 

( )
0

1
1 ,+ −

−= l l W x
nl NR x p x e (11.89) 

где ( )
0 1−

l
Np x  – полином степени N0 – 1. Волновая функция в начале координат 

ведет себя, как xl + 1, далее проходит через N0 – 1 узлов (кроме узла при x = 0), и, 
наконец, затухает экспоненциально. Величина nr = N0 – 1, равная степени поли-
нома ( )

r

l
np x  или числу узлов радиальной функции (кроме расположенного в 

начале координат), называется радиальным квантовым числом. Главное кван-
товое число часто записывают и так: n = N0 + l = nr + l + 1. 

11.7.1. Вырождение энергетических уровней атома водорода 

Мы видим, что энергетические уровни атома водорода зависят только от 
главного квантового числа n, но не от l или N0 по отдельности. Поэтому может 
быть несколько различных квантовых состояний с одной и той же энергией, но 
разными N0 и l, т. е. уровни могут быть вырожденными. Наинизшему состоя-
нию соответствует n = 1. В этом случае радиальная волновая функция имеет 
только один узел в начале координат, т. е. N0 = 1. Так как n = N0 + l, то для этого 
состояния l = 0. Следовательно, это состояние не вырождено, так как имеется 
только одна волновая функция с n = 1, именно та, для которой l = m = 0. Сле-
дующее состояние имеет n = 2. Ему соответствуют четыре возможных состоя-
ния. Три из них реализуются, когда радиальная функция имеет один узел 
(N0 = 1) и l = 1; в этом случае m может принимать три значения: –1, 0, 1. Еще 
одно состояние, когда имеются два узла радиальной функции: (N0 = 2) и 
l = m = 0. При больших главных квантовых числах степень вырождения возрас-
тает.  

Поскольку N0 = 1, 2, 3, …, а l = 0, 1, 2, …, то главное квантовое число n 
пробегает положительные значения начиная с 1. Энергия зависит только от n, 
т. е. от суммы квантовых чисел N0 и l. Состояния с определенной энергией и 
определенным моментом обозначаются кратко как nl, при этом вместо чисел 
l = 0, 1, 2, 3… пишутся соответствующие латинские буквы s, p, d, f… и т. д. 
Таким образом, при n = 1 имеется одно состояние 1s; при n = 2 – два состояния: 
2s и 2р, из которых второе троекратно вырождено по проекциям момента или, 
как их называют, по магнитным квантовым числам m; при n = 3 имеются состо-
яния 3s, 3р, 3d и т. д. В общем случае каждому уровню с главным квантовым 
числом n соответствует n состояний, отличающихся квантовыми числами 
l = 0, 1, 2, …, n – 1. Кроме того, каждое состояние с определенным l вырождено 
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2l +1 раз по значениям m = 0, ±1, ±2, …, поэтому общая кратность вырождения 
стационарного состояния с квантовым числом n будет равна  

( ) ( )
1

2

0
2 1 1 .

−

=

= + = − + =∑
n

n
l

w l n n n n (11.90) 

Это так называемое случайное вырождение по l имеет место только в ку-
лоновском поле и еще в потенциале трехмерного изотропного гармонического 
осциллятора (см. ниже). Наиболее ярко оно проявляется только в атоме водо- 
рода.  

В более тяжелых атомах с несколькими электронами энергия зависит не 
только от n, но и от l, т. е. происходит расщепление уровней по значению l. Это 
вызвано тем, что потенциальная энергия данного электрона в атоме с несколь-
кими электронами является не чисто кулоновской, равной –Ze2/r, а изменена 
экранирующим действием остальных электронов. Чем больше отклонение от 
кулоновского потенциала, тем больше будет различие в энергии между уров-
нями с одним и тем же n, но разными l (рис. 11.5).  

Так как наибольшие отклонения характерны для наиболее тяжелых атомов, 
то в общем случае с ростом номера атома возрастает и расстояние между уров-
нями с одинаковым n и различными l. Даже в атоме водорода вырождение 
уровней по l можно удалить наложением внешнего электрического поля, кото-
рое вызывает изменение энергии каждого уровня на величину, зависящую от l. 
Это явление называется эффектом Штарка первого порядка. 

Рис. 11.5. Схематическая диаграмма, указывающая вырождение различных  
энергетических уровней атома водорода и способы снятия этого вырождения 

Как мы уже обсуждали, вырождение по проекциям орбитального 
момента m снимается приложением магнитного поля (эффект Зеемана). Знаки и 
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величины смещений энергетических уровней могут меняться в зависимости от 
типа взаимодействия, так что измерение расщеплений атомных уровней, 
например в оптических спектрах атомов, позволяет изучать эти взаимодей-
ствия.  

В заключение этого раздела заметим, что полиномы, являющиеся решени-
ем уравнения (11.79), изучались независимо от задачи об атоме водорода Ла-
герром задолго до того, как было получено уравнение Шредингера. Полиномы 
Лагерра являются частными случаями класса так называемых вырожденных 
гипергеометрических функций. Подробнее о них можно узнать из курсов кван-
товой механики, упоминавшихся ранее (см., например, Д. Бом. Квантовая тео-
рия. М.: Наука, 1965 или Э. Ферми. Квантовая механика: конспект лекций. М.: 
Мир, 1965). 

11.7.2. Примеры волновых функций низших уровней 
водородоподобного атома 

Получим, используя рекуррентные соотношения (11.82), волновые функ-
ции нескольких наиболее низколежащих состояний водородоподобного атома.  

1s-состояние: n = 1, N0 = 1, l = 0. 
Переходя от x к координате r, имеем C1 = 0, C0 ≠ 0, т. е. 

( )
2

20 0
1 0 0

2 ,
ZrZe m rZ W x a

s
mR r C xe C re Are

−−−= = ≡



где величины энергии связи Z2W0 и длины затухания волновой функции a0/Z, 
4 2 2

0 2 ,
2 2
e m mcW α

= =


2 2

0 2
0

,
2

ca
mW e m

= = ≡
α
 

    (11.91) 

совпадают, соответственно, с боровской энергией связи (с точностью до отли-
чия приведенной массы от массы электрона) основного состояния атома водо-
рода (Z = 1) W0 = 13,6 эВ и радиусом первой боровской орбиты (боровским ра-
диусом) a0 = rB = 0,529 Å (см. соотношения (1.33, 1.35)). Энергия связи Wn 
n-го состояния водородоподобного атома с Z ≠ 1 и длина затухания an соответ-
ствующей волновой функции будут 

2 2 4 2 2
0

02 2 2 2, .
2 2n n

n

naZ Z e m nW W a
n n Z mW Z e m

= = = = =
 



  (11.92) 

Заметим, что длины затухания an для состояний с n > 1 совсем не совпада-
ют с боровскими радиусами rn (1.31). Величинами, соответствующими радиу-
сам боровских орбит, являются средние расстояния 〈r〉 электрона до ядра, кото-
рые определяются объемными распределениями электронной плотности в ато-
ме и вычисляются при помощи волновых функций.   
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Константа A (или C0) определяется из условия нормировки 
3 32
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и 
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Вспоминая выражение (10.7) для нулевой сферической гармоники 

00 1/ 4 ,Y = π  для полной волновой функции 1s-состояния получаем 
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2s-состояние: n = 2, N0 = 2, l = 0. 
Имеем 
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Из уравнения (11.82) с использованием выражений (11.86) следует 
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В результате 
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Константу A опять найдем из условия нормировки 
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и 
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2p-состояние: n = 2, N0 = 1, l = 1. 
Эта функция, как и 1s, не имеет узлов кроме начала координат, поэтому 

имеем  
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Видим, что радиальные функции fnl = Rnl/r для s-состояний при r = 0 отлич-
ны от нуля в соответствии с асимптотикой (11.18) и замечанием к ней.  
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11.8. Трехмерный изотропный гармонический осциллятор 

Опять представляя волновую функцию такого осциллятора в виде  

( ) ( ) ( ), , , ,ψ θ ϕ = θ ϕnl
nlm lm

R r
r Y

r    (11.101) 

для радиальной волновой функции будем иметь 
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  





         (11.102) 

Энергию осциллятора будем отсчитывать от минимума потенциальной 
энергии, которая у нас равна нулю, поэтому положили E = W > 0. Как и ранее, 
используя переменную 

,
2

r x
m

=


    (11.103) 

получим вместо формулы (11.77) уравнение 

( )2
2 2
012 2

1
0.l

l
l ld R W x R

dx x
+ 

+ −β − = 
 

             (11.104) 

Здесь 

01 .
2
ω

β =


  (11.105) 

Используя равенства (11.103, 11.105) для величины показателя экспонен-
ты, входящей в волновую функцию пространственного осциллятора (8.63), 
имеем 

2 2 2 2
2 21 2 3

012 2

1 , .
2 2 4 2
r x x x x x a
a a m

 + + ω
= = = β = ω 

 

Так что вместо равенства (11.78), в соответствии с поведением волновой функ-
ции (8.63) изотропного осциллятора, решение будем искать в виде 

( )
2

01
1
2 .

x

l lR G x e
− β

=             (11.106) 
Тогда для Gl(x) получаем уравнение 

( )2

01 012 2

1
2 0.l l

l
l ld G dGx W G

dx dx x
+ 

− β + −β − = 
 

            (11.107) 

Решение опять ищем в виде ряда 

( )
0

.
∞

+

=

= ∑ N s
l N

N
G x C x (11.108) 
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Подставляя его в уравнение, получаем 

( )( ) ( )

( ) ( )

2

0

01 01

1 1

2 0.

∞
+ −

=

+

+ + − − + +  

+ − β − β + =  

∑ N s
N

N

N s
N

C N s N s l l x

C W N s x

Приравнивание нулю коэффициентов перед одинаковыми степенями x дает 

( )( ) ( )
( ) ( )

2

01 01

2 1 1

2 0.
+ + + + + − + +  
+ − β − β + =  

N

N

C N s N s l l

C W N s

В результате имеем рекуррентное соотношение 

( ) ( )
( )( ) ( )

01 012 2
.

2 1 1
+ β + − − β  =

+ + + + − +  

N

N

N s WC
C N s N s l l             (11.109а) 

Поскольку С–2 = 0, а C0 ≠ 0, то из уравнения (11.109а) следует s = l +1, а 
суммирование в ряду соотношения (11.108) должно начинаться с N = 0 и со-
держать только четные N = 2k, так что ряд соотношения (11.108) приобретает 
вид  

( ) 1 1 2
2

0 0
.

∞ ∞
+ +

= =

= =∑ ∑l N l k
l N k

N k
G x x C x x C x (11.109б) 

При x → 0 результат s = l + 1 находится в согласии с асимптотическим поведе-
нием функции при малых x (11.18). Минимальная степень полинома достигает-
ся при l = 0.  

Также должно быть С–1 = 0. В этом случае C1 ≠ 0 и из соотноше-
ния (11.109а) следует s = l, а сумма в ряду равенства (11.108) должна начинать-
ся с N = 1 и содержать только нечетные N, так что 

( ) 2 1 1 2
2 1 2 1

1 0 0
.

∞ ∞ ∞
+ +

+ +
= = =

= = =∑ ∑ ∑l N l k l k
l N k k

N k k
G x x C x x C x x C x    (11.109в)

Как и ранее, ряд должен быть конечным, чтобы волновая функция на бес-
конечности обращалась в нуль. Обозначим максимальную величину Nm в раз-
ложении (11.108). Это означает, что 2 0,+ =

mNC  т. е. 

( )01 01
32 1 2 .
2mW E N l n l = = β + + +β = ω + + 

 
  (11.110) 

Ряды при этом обрываются и превращаются в полиномы конечной степени. 
Из соотношения (11.109б) получается 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 4
0 2 4

0

1 2 1 2
2

0

...

.

+ + +

=

++ +

=

= = + + + + =

= =

∑

∑

m
m

m

N
Nl N l

l N N
N

n
l k l

k n
k

G x x C x x C C x C x C x

x C x x P x (11.111)

Здесь величина Nm является четной, и Nm = 2km ≡ 2n, и 

( ) ( )
( )( ) ( )

01 012 2 1
.

3 2 1
+ β + + − − β  =

+ + + + − +  

N

N

N l WC
C N l N l l l          (11.112) 

Аналогично из равенства (11.109в) будем иметь 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 4
1 3 5 1

1

1 2 1 2
2 1

0

...

.

− +
+

=

−+ +
+

=

= = + + + + =

= =

∑

∑

m
m

m

N
Nl N l

l N N
N

n
l k l

k n
k

G x x C x x C C x C x C x

x C x x P x  (11.113)

Здесь N = 2k + 1 (k = 0, 1, 2, …, n), однако под Nm = 2n в соотношении (11.113) 
мы обозначили максимальную степень полинома перед xl + 1, которая является 
четной. Также 

( ) ( )
( )( ) ( )

01 012 2 3

2 1

2 2 1
.

2 3 2 2 1
+ +

+

β + + − − β  = =
+ + + + − +  

N k

N k

k l WC C
C C k l k l l l   (11.114) 

Величина n есть максимальная степень x2 в полиномах P(+) и P(–), входящих в 
(11.111) и (11.113), т. е. n – это число положительных нулей функции G(x), не 
считая нуля в начале координат. Это число естественно назвать радиальным 
квантовым числом (аналогично числу nr в случае кулоновского потенциала).  

Итак, видим, что спектр стационарных состояний в потенциальной яме 
трехмерного изотропного осциллятора представляет собой эквидистантную 
(с расстоянием )ω  последовательность энергетических состояний. Каждое из 
состояний характеризуется двумя квантовыми числами – n и l. Энергия зависит 
только от комбинации этих квантовых чисел: 

3 32 ,
2 2nlE n l   = ω + + ≡ ω Λ +   

   
        (11.115) 

где величина 
2Λ = +n l   (11.116) 

называется главным квантовым числом. Это то же самое число, которое мы ра-
нее обозначили как N в формуле (8.64). Каждое значение Λ ≥ 2 может осу-
ществляться несколькими комбинациями значений n и l, следовательно, энерге-
тические уровни со значениями Λ ≥ 2 являются вырожденными по l.  
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В общем случае для каждого уровня с главным квантовым числом Λ име-
ется Λ/2 состояний, отличающихся квантовыми числами n, с орбитальными 
моментами, равными l = Λ – 2n, каждое из которых вырождено 2l + 1 раз по 
проекциям орбитального момента m = 0, ±1, ±2, …, ±l. Поэтому общая крат-
ность вырождения стационарного состояния с квантовым числом Λ будет  

( )

( ) ( )( )

/2

0
2 4 1

2 1
2 1 1 2 1 .

2 2 2 2

Λ

=

= Λ − + =

Λ + Λ +Λ Λ Λ   = Λ + + − + =   
   

∑n
n

w n

(11.117)

Выражение (11.117) в точности совпадает с соотношением (8.65), которое мы 
получили ранее в главе 8. 

Четность стационарных состояний соответствует четности Λ. Волновая 
функция основного состояния с Λ = 0 (Nm = 0, l = 0) является четной и опреде-
ляется одним членом суммы (11.113), содержащим C0. Этой суммой определя-
ются четные состояния с четными l = 0, 2, 4… Низшее нечетное состояние с 
Λ = 1 (Nm = 0, l = 1) определяется одним членом суммы (11.114), содержащим 
C1. Эта сумма определяет все нечетные состояния изотропного осциллятора с 
l = 1, 3, 5… 

Для обозначения стационарных состояний в сферической осцилляторной 
яме также используются буквенные обозначения s, p, d, …, соответствующие 
значениям l = 0, 1, 2… Перед буквой ставится число n + 1, которое есть число 
нулей (узлов) радиальной волновой функции, включая и нуль в начале коорди-
нат, или номер состояния с данным l в сторону увеличения энергии (табл. 11.1). 
Так, например, состоянию 1s соответствуют n = l = 0, состоянию 1р соответ-
ствуют n = 0, l = 1 и т. д. 

В таблице 11.1 приведены значения энергии первых стационарных состоя-
ний сферического осциллятора, соответствующие квантовые числа и степени 
вырождения уровней. Заметим, что степень вырождения состояний изотропно-
го осциллятора с главным квантовым числом Λ равна (Λ + 1)(Λ + 2)/2, а не n2 , 
как это имеет место в случае водородного атома (см. равенство (11.90)), т. е. 
при больших главных квантовых числах в два раза меньше. Это различие объ-
ясняется тем, что в случае осциллятора угловой момент l может принимать 
либо только нечетные значения (если Λ нечетное), либо только четные (если 
Λ четное). Последнее обстоятельство вытекает из того, что соотноше-
ние (11.109) связывает CN с CN + 2, а не с CN + 1, как в случае водородоподобного 
атома (см. уравнение (11.82)). 
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Таблица 11.1. 
Энергии стационарных состояний и их степени вырождения  

для изотропного осциллятора (сферическая система координат) 

EΛ Λ (n + 1)l wΛ 

3/2ħω 0 1s 1 

5/2ħω 1 1p 3 

7/2ħω 2 2s, 1d 6 

9/2ħω 3 2p, 1f 10 

11/2ħω 4 3s, 2d, 1g 15 

Получим выражения для нескольких радиальных функций низших стацио-
нарных состояний изотропного осциллятора. 

1s, n = 0, l = 0, Λ = 0.  
Из равенства (11.111) имеем 

( ) ( )
2

2 2
01 01 2

11 1
22 2

1 0 0 .
r

x x
a

sR G x e C xe Are
−− β − β+= = =               (11.118) 

Коэффициент A находим из условия нормировки. Используя соотношение 
(8.15), имеем 

2

2
3 2

2 2 2
1

0 0

1.
2 2

∞ ∞ −
= = π =∫ ∫

r
a

s
a AR dr A r e dr       (11.119) 

Откуда 
1/ 4 3/ 22A a− −= π

и  

( )
2 2

2
3/ 41

1/ 4 1/ 41 2 2
3

12 2 .
r m r

s a
R r me e

r a

ω− −− − ω = π = π  
 





     (11.120) 

Заметим, что выражение для радиальной волновой функции основного со-
стояния трехмерного изотропного осциллятора R1s формально совпадает с вол-
новой функцией (8.28) первого возбужденного состояния линейного осцилля-
тора с n = 1, которая содержит один узел в начале координат, как и радиальная 
функция основного состояния трехмерного осциллятора.  

1p, n = 0, l = 1, Λ= 1.   
Из уравнения (11.113) имеем 

( ) ( )
2

2 2
01 01 2

11 1
2 2 22 2

1 1 1 .
r

x x
a

pR G x e C x e Br e
−− β − β−= = =       (11.121) 
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Условие нормировки – 
2

2
5

2 2 4 2
1

0 0

3 1,
8

∞ ∞ −
= = π =∫ ∫

r
a

p
aR dr B r e dr B

откуда 
5/4

1/4 1/4
5

8 22
3 3

− − ω = π = π  
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mB
a

и 

( ) 2 2

2
5/ 41

1 1/ 4 1/ 42 2
5

2 22 2 .
3 3

r m r
p a

R r mre re
r a

ω− −− − ω = π = π  
 





       (11.122) 

2s, n = 1, l = 0, Λ = 2.  
Из равенства (11.111) получаем 

( ) ( ) ( )
2 2

01 01
1 1

32 2
2 2 0 2 ,

x x

sR G x e C x C x e
− β − β+= = +          (11.123) 

где из соотношения (11.109а) получаем 

2 01

0

3 1 3 32 .
6 6 2 2 3

C W
C

β − ω ω ω = = − ω− = − 
 
  

    (11.124) 

Таким образом, с учетом соотношений 
1/22 ,  = =  ω 





mx r a
m
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x x
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R G x e C x x e

m m rC r r e Dr e
a

Константа D определяется из условия нормировки 
2
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2 2 2
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3 5 7 3
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Таким образом, 
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и 
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(11.125)

1d, n = 0, l = 2, Λ= 2. 
Из равенства (11.111) имеем 

( ) ( )
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2 2
01 01 2

1 1
3 3 22 2

1 2 0 ,
r

x x
a

dR G x e C x e Fr e
−− β − β+= = ≡

где, как и ранее, константа F определяется условием нормировки 
2

22 2 6
1 4

0 0
7

2

4
9

15 1.
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aF
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Так что 
7/41/4
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7
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15 15
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и в результате 
2 2
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d aR mr e r e

r a
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        (11.126) 

При вычислении нормировочных констант использовались табличные ин-
тегралы от произведений гауссовой функции на степенные (см. например, ра-
боту [46]). Способы их вычисления мы обсуждали в главе 6 (см. соотноше-
ние (6.81)) и главе 8 (см. раздел 8.1). 
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Глава 12. Приближенные методы квантовой механики. 
Теория возмущений 

12.1. Теория возмущений в стационарных состояниях 
с дискретным спектром 

Предположим, что оператор Гамильтона квантовой системы можно раз-
бить на два слагаемых: 

0 ,H H V= +
из которых H0 представляет гамильтониан идеализированной задачи, которая 
допускает точное решение, а V – некоторая малая добавка, которую принято 
называть оператором возмущения. Оператором возмущения может быть часть 
оператора Гамильтона, которая не учитывалась в идеализированной задаче, или 
потенциальная энергия внешнего воздействия (поля). 

В теории возмущений мы ищем формулы, выражающие энергию и вол-
новые функции системы с возмущением через известные энергии, и волновые 
функции невозмущенной системы, описываемой гамильтонианом H0. Сначала 
предположим, что в невозмущенной задаче отсутствует вырождение, т. е. каж-
дой энергии соответствует только одно состояние 

0
0 ,n n nH Eϕ = ϕ             (12.1) 

и пусть 
            ,V W= λ                                                     (12.2) 

где λ – малый безразмерный параметр. Тогда задача отыскания собственных 
функций и собственных значений оператора H сводится к решению уравнения 

( )0 .H W E+ λ ψ = ψ         (12.3) 
Перейдем от координатного представления к энергетическому, выбрав в 

качестве базисной систему собственных функций ϕn оператора H0. Итак, 

,n n
n

aψ = ϕ∑  (12.4) 

тогда 
0 .n n n n n n n

n n n
a E a W a Eϕ + λ ϕ = ϕ∑ ∑ ∑            (12.5) 

Умножая слева скалярно на 〈ϕm| и используя ортонормированность 
〈ϕm|ϕn〉 = δmn, получаем бесконечную систему алгебраических уравнений для 
амплитуд an 

( )0 .− = λ ϕ ϕ ≡ λ∑ ∑m m m n n mn n
n n

E E a W a W a            (12.6) 

Здесь мы обозначили через Wmn матричные элементы оператора возмущения W. 
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Для определения поправок к энергии и волновой функции стационарного 
состояния с квантовым числом l положим 

0 (1) 2 (2) ...,= + λ + λ +l l lE E E E                                     (12.7) 
(1) 2 (2 ... .= δ + λ + λ +m ml m ma a a                                      (12.8) 

Подставляя эти ряды в систему уравнений (12.6), находим 
0 0 (1) 2 (2) (1) 2 (2)

(1) 2 (2)

... ...

... .

   − + λ + λ + δ + λ + λ + =   
 = λ δ + λ + λ + ∑

l m l l ml m m

mn nl n n
n

E E E E a a

W a a          (12.9) 

Полагая m = l и приравнивая члены, стоящие у одинаковых степеней λ, получа-
ем совокупность уравнений 

(1)

(2) (1) (1) (1)

,=

+ =∑
l ll

l l l ln n
n

E W
E E a W a                                     (12.10) 

и т. д. 
Полагая m ≠ l, находим аналогичным образом 

( )
( )

0 0 (1)

(1) (1) 0 0 (2) (1)

,− =

+ − =∑
l m m ml

l m l m m mn n
n

E E a W
E a E E a W a                        (12.11) 

и т. д. 
Таким образом, в первом приближении энергия системы выражается фор-

мулой  
0 (1) 0 0 0 ,l l l l l l l l l l l lE E E E W E V E V= + λ = + λ = + = + ϕ ϕ    (12.12) 

т. е. поправка к энергии в первом приближении равна среднему значению опе-
ратора возмущения V в состоянии ϕl нулевого приближения.  

Волновая функция состояния l в первом приближении будет 

(1)
0 0 .

≠

ψ = ϕ + λ ϕ + ϕ
−∑ ln

l l l l n
n l l n

Va
E E                                (12.13) 

Величина (1)
laλ  определяется из условия нормировки функции ψl. Поскольку 

функции ϕl нормированы, то из условия нормировки с точностью до λ2 следует 
равенство (1) (1) .l la a ∗= −  Следовательно, величина (1) (1)

l la i a=  чисто мнимая, т. е. в 
выражении (12.13) множитель перед ϕl имеет вид  

(1)
(1)1 ,li a
li a e λ

+ λ ≈  
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а так как волновые функции определяются с точностью до фазового множите-
ля, то можно положить (1) 0.la =  Итак, в первом приближении функция опреде-
ляется равенством 

0 0 .
≠

ψ = ϕ + ϕ
−∑ ln

l l n
n l l n

V
E E    (12.14) 

Далее находим поправку к энергии во втором приближении: 
2

(2)
0 0 0 0 .

≠ ≠

= ϕ = ϕ
− −∑ ∑ lnln nl

l n n
n l n ll n l n

VV VE
E E E E             (12.15) 

Таким образом, энергия во втором приближении выражается формулой 
2

(0)
0 0 .

≠

= + + ϕ
−∑ ln

l l ll n
n l l n

V
E E V

E E    (12.16а) 

Из равенства (12.16а) следует, что поправка второго порядка к уровню 
энергии основного состояния (т. е. когда 0 0<l nE E ) всегда отрицательна. Необ-
ходимым условием применимости теории возмущений является малость каж-
дой последующей поправки по сравнению с предыдущей. Таким образом, усло-
вие применимости теории возмущений можно записать в виде  

0 0 .ln ln l nH V E E= −   (12.16б) 

12.2. Теория возмущений при наличии двух близких уровней 

Из наших формул следует, что если среди собственных значений операто-
ра Н0 есть одно или несколько с энергией, близкой к 0 ,lE  то поправки к волно-
вым функциям и энергии уровня l будут велики (малые знаменатели), и пользо-
ваться этими формулами нельзя. Задачу для этих уровней желательно решать 
точно.  

Покажем это на примере двух близких уровней. Пусть оператор Н0 имеет 
два близких собственных значения 0

1E  и 0
2E , которым соответствуют собствен-

ные функции ϕ1 и ϕ2, а все остальные собственные значения расположены да-
леко от них. При вычислении поправки, например, к волновой функции ϕ1 ви-
дим, что из-за малого знаменателя примесь к ней ϕ2 может быть велика, поэто-
му ищем решение в виде 

1 1 2 2.a aψ = ϕ + ϕ      (12.17) 
Подставляя в уравнение Шредингера 

( ) 0,H E− ψ =
где H = H0 + V, получим 

( ) ( )1 1 2 2 0.a H E a H E− ϕ + − ϕ =       (12.18) 
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Умножая равенство (12.18) скалярно слева поочередно на ϕ1 и ϕ2, получаем си-
стему двух линейных однородных уравнений 

( )
( )

11 1 12 2

21 1 22 2

0,

0,

H E a H a

H a H E a

− + =

+ − =                                    (12.19) 

где  
0 0

11 1 11 22 2 22 12 12 21 21 12, , , .∗= + = + = = =H E V H E V H V H V V       (12.20) 
Условие разрешимости этой системы (секулярное уравнение, вытекающее 

из равенства нулю определителя) имеет вид 
( )( )11 22 12 21 0− − − =H E H E H H                                (12.21а) 

или 

( ) 22
11 22 11 22 12 0.E E H H H H H− + + − =                        (12.21б) 

Оно определяет два значения энергии: 

             
( )2

211 2211 22
1, 2 12 .

2 4
−+

= ± +
H HH HE H                             (12.22) 

Знак «плюс» относится к уровню Е1, а знак «минус» – к уровню Е2. Если  
выполняется условие применимости обычной теории возмущений (12.16),  
т. е. если  

12 12 11 22 ,H V H H= −  
то, раскладывая равенство (12.22) в ряд по малому отношению |H12|/(H11 – H22), 
получим 

( )
2 2

12 120
1 11 1 11 0 0

11 22 1 11 2 22

,
H V

E H E V
H H E V E V

= + = + +
− + − +              (12.23) 

( )
2 2

12 120
2 22 2 22 0 0

22 11 2 22 1 11

.
H V

E H E V
H H E V E V

= + = + +
− + − +              (12.24) 

Эти выражения дают энергии, совпадающие с полученными, см. равен-
ства (12.16а), по теории возмущений. 

Если же выполняется неравенство 

 12 12 11 22 ,H V H H= −                                  (12.25) 
то 

( )2
11 2211 22

1, 2 12
12

.
2 8

 −+
= ± + 

  

H HH HE H
H                       (12.26) 
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На рисунке 12.1 показаны энергии Е1 и Е2 как функции разности  
∆ = (H11 – H22)/2 для некоторого фиксированного значения H12. Пунктирными 
линиями указаны H11 и H22. Интересно отметить, что поправки к значениям H11 
и H22, обусловленные взаимодействием V12, всегда увеличивают расстояние 
между уровнями. В связи с этим иногда говорят об отталкивании уровней.  

 

  
 

Два значения энергии (12.22) удобно переписать, используя параметр 

11 22 .
2

H H−
∆ =                                              (12.27) 

Тогда 
22

1, 2 11 12 .− = −∆ ± ∆ +E H H                            (12.28) 

Из первого уравнения (12.19) для амплитуд a1 и a2, определяющих волно-
вую функцию, следует  

( )11 1 12 2 0− + =H E a H a      и      
1 12

2 11

.a H
a E H

=
−  

Подставляя равенство (12.28), имеем 
(1, 2)
1 12
(1, 2) 2 222 12

tg 2 sin 2 ,
cos 2 11 1 tg 2

γ γ
= ≡ =

− γ ±− ± + γ−∆ ± ∆ +

a V
a V

       (12.29) 

где мы ввели величину 12tg2 / .Vγ ≡ ∆  В результате имеем 
(1)
1
(1)
2

sin 2 cos ,
cos 2 1 sin

a
a

γ γ
= =

− γ + γ         
(2)
1
(2)
2

sin 2 sin ,
cos 2 1 cos

a
a

γ γ
= = −

− γ − γ  

так что нормированные волновые функции состояний, соответствующих энер-
гиям Е1 и Е2, будут иметь вид  

1 1 2

2 1 2

cos sin ,
sin cos .

ψ = ϕ γ + ϕ γ
ψ = −ϕ γ + ϕ γ                                      (12.30) 

Рис. 12.1. Уровни энергии E1 и E2 в зависи-
мости от разности энергий ∆ = (H11 – H22)/2 

невозмущенной системы. Значения H11 = ∆ 
и H22 = – ∆  указаны пунктирными линиями 
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Если 12/ tg2 1,V ∆ = γ  то 12tg2 2 / 1,Vγ ≈ γ ≈ ∆  и мы имеем результат 

12 12
1 1 2 2 2 1, ,

2 2
V V

ψ ≈ ϕ + ϕ ψ ≈ ϕ + ϕ
∆ − ∆              (12.31) 

даваемый теорией возмущений. Если же разность энергий уровней стремится 
к нулю (т. е. имеет место вырождение уровней), 12/ 1,∆ <<V  то 

12tg2 / , / 4.γ = ∆ → ∞ γ → πV
В результате 

( ) ( )1 1 2 2 2 1
1 1, ,
2 2

ψ = ϕ + ϕ ψ = ϕ − ϕ      (12.32) 

т. е. уровни полностью перемешиваются (образуя симметричную и антисим-
метричную комбинации невозмущенных функций) и расталкиваются: 

1, 2 0 12 ,= ±E E V  (12.33) 
где 11 22 0.H H E≈ =

12.3. Нестационарная теория возмущений 

Рассмотрим задачу, в которой возмущение V зависит от времени, т. е. 

( )0 ,H H V t= +             (12.34) 
а стационарные состояния невозмущенного гамильтониана H0 известны: 

0 .n n nH Eϕ = ϕ        (12.35) 
В этом случае H зависит от времени, так что энергия не сохраняется, и го-

ворить о поправках к энергиям стационарных состояний не приходится. Стаци-
онарных состояний не существует. Поэтому необходимо решать нестационар-
ное уравнение Шредингера, содержащее производную по времени:  

( )0 .i H V t
t

∂ψ
= + ψ  ∂

             (12.36) 

Будем искать решение ψ в виде разложения по собственным функциям не-
возмущенного волнового уравнения, зависящего от времени. Очевидно, коэф-
фициенты разложения также будут зависеть от времени: 

( ) .
−

ψ = ϕ∑ 

n
i E t

n n
n

a t e             (12.37) 

Подставляя соотношение (12.37) в уравнение (12.36), получаем 

( ) .n n n
i i iE t E t E t

n n n n n n n n
n n n

i a e a E e a E V e
− − −

ϕ + ϕ = + ϕ∑ ∑ ∑  



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Умножив обе части слева на ,k
∗ϕ проинтегрируем по всему пространству, 

тогда, используя ортонормированность функций ,kϕ получим систему уравне-
ний 

− −
=∑ 




k n
i iE t E t

k n kn
n

i a e a V e  

или 
1 ,− ω= ∑



kni t
k kn n

n
a V a e

i                                      (12.38) 

где  

–−
ω =



k n
kn

E E
                                         (12.39) 

частота перехода между уровнями с энергиями Ek и En. 
Бесконечная система уравнений (12.38) для всех значений k полностью эк-

вивалентна исходному уравнению Шредингера. Вместо функции ψ роль неиз-
вестной функции теперь играет совокупность коэффициентов an. В связи с вы-
бором представления, определяемого зависящими от времени собственными 
функциями невозмущенного гамильтониана, сам оператор Н0 не входит в урав-
нение (12.38). Это уравнение отвечает представлению взаимодействия.  

Аппроксимация теории возмущений состоит в замене V на λW и последу-
ющем разложении an в ряд по степеням λ (в конечном результате мы положим 
λ = 1): 

( ) ( ) ( )0 1 22 ... .= + λ + λ +n n n na a a a                                  (12.40) 
В результате подстановки в уравнение (12.38) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 0 1 22 21... ...k k k kn n n n
n

a a a W a a a
i

+ λ + λ + = λ + λ + λ +∑  

  
получаем систему уравнений 

( )

( ) ( )

( ) ( )

0

1 0

1

0,
1 ,

1 .

ω

+ ω

=

=

=

∑

∑











kn

kn

k

i t
k kn n

n

s s i t
k kn n

n

a

a W a e
i

a W a e
i

                                  (12.41) 

В принципе, их можно последовательно проинтегрировать и получить ре-
шения с любой заданной степенью точности. 
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12.3.1. Первый порядок теории возмущений 
 

Первое из уравнений (12.41) показывает, что коэффициенты нулевого по-
рядка не зависят от времени. Их значения представляют собой начальные усло-
вия задачи; они характеризуют состояние системы до того, как на нее было 
«включено» возмущение. Допустим, что лишь один из коэффициентов ( )0

ka  не 
равен нулю. Это означает, что до начала действия возмущения система находи-
лась в состоянии с определенной (невозмущенной) энергией. Результаты, кото-
рые мы получим, легко обобщаются на случай, когда не один, а несколько ко-
эффициентов нулевого порядка отличны от нуля.  

Итак, положим  
( )0 .k kma = δ                                                            (12.42) 

Тогда, интегрируя уравнение первого порядка 

( )1 1
kmi t

k kma W e
i

ω=



 

и полагая λ = 1, имеем 

( ) ( )1 1 .′ω

−∞

′ ′= ∫


km

t
i t

k kma V t e dt
i                                   (12.43) 

Постоянная интегрирования равна нулю, чтобы коэффициент ak = 0 при 
t = –∞. Заметим, что амплитуда состояния ( ) ,k k mϕ ≠ т. е. амплитуда перехода 
m → k пропорциональна компоненте Фурье зависящего от времени матричного 
элемента Vkm(t), связывающего данное состояние с начальным, причем угловая 
частота определяется разностью энергий начального и конечного состояний. 

Формула принимает особенно простой вид, если V(t) в промежутке между 
моментами включения 0 и выключения t имеет постоянное значение. Тогда для 
амплитуды первого порядка в момент t имеем 

( ) ( ) ( )1 2

0

1 21 sin .
2

ω ω
′ω

− ω ′= = − = −  ω ω  ∫
  

km km
km

i tt
i tkmi t km km

k km
km km

V e iVa t V e dt e t
i  (12.44) 

Это выражение остается справедливым и во все последующие моменты вре- 
мени. 

Таким образом, вероятность того, что в момент времени t система будет 
находиться в состоянии k, 

( ) ( ) ( )
2 2

21 2
2 2 2

4 4
sin , ,

2
ω = ≡ ω ω  

km kmkm
k km

km

V V
a t t D t

 

               (12.45) 
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где  

( )
2

2

sin
2, .

ω 
 
 ω =
ω

km

km
km

t
D t                                     (12.46) 

Функция (12.46) изображена на рис. 12.2. Площадь, ограниченная кривой, 
пропорциональна t. Поэтому если имеются несколько состояний k с энерги-
ей Ek, почти равной Em, а величины Vkm почти не зависят от k, то вероятность 
нахождения системы в одном из этих состояний будет пропорциональна t. Этот 
результат представляет физический интерес, так как в конечном счете нам нуж-
но вычислить вероятность перехода w, отнесенную к единице времени, а для 
этого необходимо, чтобы полная вероятность перехода за время действия воз-
мущения была пропорциональна времени. Отсюда следует, что w имеет опреде-
ленное значение лишь в том случае, если конечное состояние k принадлежит 
непрерывной или почти непрерывной группе состояний (чтобы вся кривая на 
рис. 12.2 была заполнена).  

  

 
 
Разброс энергии конечных состояний ,k m kmE E= + ω показанный на 

рис. 12.2, связан с соотношением неопределенности между энергией и време-
нем. В самом деле, включение возмущения V можно рассматривать как способ 
измерения энергии системы путем перевода ее в одно из состояний k (в силу 
наличия возмущения эта энергия необязательно совпадает с начальной). Необ-
ходимое для измерения время равно t, так что неопределенность в энергии  
есть ~ 2 / .tπ  Это находится в соответствии с шириной главного пика на 
рис. 12.2. Отметим, что закон сохранения энергии при переходе (дополненный 
принципом неопределенности) выполняется автоматически. 

 

Рис. 12.2. Изображена зависимость  
от частоты ωkm функции 

( ) ( )2 2, sin / 2 / .ω = ω ωkm km kmD t t  Пло-
щадь под кривой приблизительно 
равна площади треугольника с высо-
той t2/4 и основанием 4π/t, т. е. πt/2 
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12.3.2. Вероятность перехода. Золотое правило Ферми 

Предположим, что система находится в большом кубе с ребром L. Тогда 
собственные функции будут принадлежать дискретному спектру и могут быть 
нормированы на единицу.  

Рассмотрим теперь некоторую группу конечных состояний k, энергия кото-
рых почти не отличается от начальной, и допустим, что элементы матрицы воз-
мущения Vkm слабо зависят от k. Определим плотность конечных состояний ρ(k) 
таким образом, что величина  

( )ρ ≡ =k k
k

dNk dE dN dE
dE    (12.47) 

представляет собой число состояний с энергией в интервале dEk, и будем счи-
тать, что ρ(k) также является медленно меняющейся функцией k. 

Вероятность перехода в состояния данной группы, отнесенную к единице 
времени, можно записать в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 21 11 1 .k k k

k
w t a t t a t k dE− −= = ρ∑ ∫         (12.48) 

Ребра куба предполагаются настолько большим, что суммирование по k можно 
заменить интегрированием по dEk. Так как наибольший вклад в интеграл вносят 
уровни, лежащие вблизи точки ,k m kmE E= + ω а функции Vkm и ρ(k) изменяются 
медленно, то их можно вынести за знак интеграла и переписать соотноше-
ние (12.48) в виде 

( ) ( )2 2

2

4 sin / 21 .
∞

−∞

ω
= ⋅ ρ ω

ω∫


km km
km

km

V t
w k d

t           (12.49) 

Здесь индекс k характеризует типичное состояние из группы конечных состоя-
ний, энергия которых близка к Еk.  

Как мы видели из рис. 12.2, площадь под кривой ( ),ωkmD t  равна πt/2. 
Прямое вычисление интеграла в уравнении (12.49) с использованием табличной 
формулы 

2 2sin
∞

−

−∞

= π∫ dx x x    (12.50) 

дает в точности тот же результат, так что окончательно имеем 

( )22 .kmw V kπ
= ρ


  (12.51) 

Эта формула носит название золотого правила Ферми для вероятности пе-
рехода в единицу времени, или скорости перехода. 
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12.4. Эффективное сечение рассеяния 

Применим золотое правило Ферми к случаю, когда начальное и конечное 
состояния являются плоскими волнами, т. е. описывают свободную частицу, а 
роль возмущения играет потенциальная энергия V(r). Такой случай реализуется 
при рассеянии частицы на силовом центре (или при рассеянии частицы на дру-
гой частице-мишени в с. ц. м.). Итак, свободная частица налетает на силовой 
центр, взаимодействует, в результате чего может измениться ее импульс, и уле-
тает в свободном состоянии. Поскольку потенциал не зависит от времени, энер-
гия частицы измениться не может. 

Волновые функции начального и конечного состояний запишем в виде 

( ) ( )0
3/ 2 3/ 2

1 1, ,i i
a be e

L L
ϕ = ϕ =k r krr r   (12.52) 

где k0 и k – волновые векторы в начальном и конечном состояниях соответ-
ственно. В связи с этим элементы матрицы возмущений имеют вид 

( ) ( ) ( )0 3 3
3 3 3

1 1 1 ,− −= = =∫ ∫ii i
baV e V e d r e V d r V

L L L
k rkr qrr r q        (12.53) 

где q = k – k0 – переданный частице импульс, или просто переданный импульс. 
Заметим, что на самом деле переданный импульс есть ħq, но мы будем так 
называть и просто q. 

Для вычисления плотности конечных состояний вспомним, что допусти-
мые значения k в кубе со стороной L имеют вид kx = 2πnx/L, ky = 2πny/L, 
kz = 2πny/L, где nx, y, z – целые числа. Если компоненты kx, ky, kz волнового векто-
ра k лежат в интервалах (kx, kx + dkx), (ky, ky + dky), (kz, kz + dkz), то число состоя-
ний равно 

( ) ( )

3 3 3 3 3

3 3 .
2 2 2x y z x y z
L d k L d p Ldn dn dn dn dk dk dk ⋅ ⋅ ≡ = = ≡ π  π π     (12.54) 

Оно есть не что иное, как число состояний в элементе фазового объема d3p L3, 
причем величина ( )32π  представляет собой минимальный объем ячейки в фа-
зовом пространстве, что вполне согласуется с принципом неопределенности. 

Для данной энергии имеется много различных конечных состояний k, со-
ответствующих различным направлениям этого вектора при заданной энергии. 
Все эти состояния лежат на сфере в импульсном пространстве: p2 = const = 2mE. 

Элемент объема d3p в импульсном пространстве в сферических координа-
тах имеет вид 

3 2 2sin ,d p p dp d d p dpd= θ θ ϕ ≡ Ω  (12.55) 
где dΩ = sin θ dθ dϕ – элемент телесного угла вблизи направления, задаваемого 
полярным и азимутальным углами θ и ϕ, полярный угол θ обычно отсчитывает-
ся от направления k0. Таким образом, 
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( ) ( ) ( )

3 3 2 3 3 2

3 3 3 .
2 2 2k k

k

d p L p dp d L d L p dpdn dE dE
dE

⋅ ⋅ Ω Ω
= ρ = = ≡

π π π  

         (12.56) 

Поскольку pdp = mdE, то 

( ) ( ) ( )

3 2 3 3

3 3 32 2 2
ρ = Ω = Ω = Ω

π π π



  

k
k

L p dp L pm L m kd d d
dE      (12.57) 

и 

( ) 2

2 3 3 .
4

mkdw V d
L

= Ω
π

q


   (12.58) 

Полученное таким образом значение w представляет собой число dN рас-
сеянных за единицу времени в элемент телесного угла dΩ частиц, отнесенное к 
полному числу N частиц, налетающих в единицу времени на мишень. Эту вели-
чину можно записать и так: 

,adw j d≡ σ    (12.59) 
где jm – величина плотности потока частиц, падающих на мишень (т. е. число 
частиц, пролетающих через единичную площадку в единицу времени), а dσ – 
дифференциальное сечение рассеяния частицы-рассеивателя, имеющее смысл 
площадки, расположенной перпендикулярно пучку, которая рассеивает с еди-
ничной вероятностью в заданный интервал телесных углов dΩ (в классической 
механике это площадь поперечного сечения рассеивателя). 

Условие того, что в объеме L3 находится одна падающая частица с импуль-
сом p, означает, что падающий поток равен 

0
3 ,a

kj
mL

= ρ =
v

так что из уравнений (12.58, 12.59) имеем 

( ) ( )
22 3

2 2

2 3 3 2
0 0

.
4 2m

dw m kL m kd V d V d
j L k k

 σ = = Ω = Ω π π 
q q

  

     (12.60) 

Здесь k – волновой вектор рассеянной волны (возник из плотности конечных 
состояний); k0 – волновой вектор падающей волны (появился из плотности па-
дающего потока). При упругом рассеянии k = k0.    

В качестве единицы измерения сечений в ядерной физике обычно исполь-
зуется барн (русское обозначение – б или бн; международное – b). Величина 
1 барн равна по порядку величины площади поперечного сечения ядра средней 
массы: 1 б = 10−24 см2 ~ πRN

2. 
Величина 

( ) ( )
2

2 2

2
0 02

σ  = ≡ Ω π 

d m k kV A
d k k

q q  (12.61) 
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называется дифференциальным сечением рассеяния (это сечение рассеяния в 
единичный телесный угол). Здесь введена еще одна важная величина A(q) с 
размерностью длины, она называется амплитудой рассеяния:  

( ) ( ) ( ) 3
02 2 2 .

2 2 2
−= − = − ≡ −

π π π∫
  

im m mA V e V d r Vqrq q r k k     (12.62) 

Величина A(q) является амплитудой рассеянной сферической волны (но это 
выходит за рамки нашего курса), знак «минус» возникает при точном вычисле-
нии этой амплитуды. Как и любая другая общая фаза, он никак не влияет на 
дальнейшие рассуждения.  

Заметим, что нормировочный объем в конечный результат соотноше-
ния (12.60) не вошел, поэтому его обычно принимают равным единице, как это 
сделано в выражении (12.62). 

При рассеянии на совокупности силовых центров потенциальная энергия 
будет иметь вид 

( ) ( ),a a
a

V V= −∑r r r

и здесь будут важны относительные фазы амплитуд рассеяния на разных цен-
трах, поскольку эти амплитуды складываются и могут интерферировать, при 
этом 

( ) ( ) ( )
2

2

0 0

, .a a a
a a a

d k kA A A A
d k k

σ
= = ≠

Ω∑ ∑ ∑q q q  

12.5. Рассеяние на сферически симметричном  
потенциальном барьере прямоугольной формы 

Для иллюстрации рассмотрим рассеяние на потенциале, имеющем вид 
V = V0 при 0 ≤ r ≤ R и V = 0 при r > R. Такая ситуация реализуется, например, 
при рассеянии нейтронов на наночастицах вещества, имеющих шарообразную 
форму. Амплитуда рассеяния (12.62) в этом случае будет  

( ) ( )
1

3 2 cos
02 2

0 1

2 cos
2 2

−
− − θπ

= − = θ =
π π∫ ∫ ∫
 

R
i iqrm mA e V r d r dr d r e Vqrq

( )

0 0
2 2 3

0 0

0
2 3

2 2sin sin

2 sin cos ,

qRRm V m Vrdr qr xdx x
q q

m V qR qR qR
q

= − = − =

= − −

∫ ∫
 



 (12.63) 

где величина переданного импульса определяется из 
22 2 2 2

0 0 0 02 cos .q k k kk= = − = + − θq k k
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Здесь θ0 – угол между начальным и конечным направлениями импульса рассеи-
ваемой частицы – угол рассеяния. При упругом рассеянии |k| = |k0|, так что 

( )2 2 2 2 0 0
0 0 0 0и2 1 cos 4 sin   2 sin .

2 2
θ θ

= − θ = =q k k q k             (12.64) 

При малых энергиях налетающей частицы k0R << 1, или (что то же самое) когда 
длина волны частицы много больше размера рассеивателя: λ >> R0. Расклады-
вая равенство (12.63) в ряд по степеням qR, получаем 

( )
3 3 5 5 3 3 5 5

0
2 3

3 32 2
2 2 20 0 0
02 2

2
6 5! 2 4!

2 21 4 21 sin .
3 5! 3 5 2

 
θ = − − + − + − = 

 
  θ = − − = − −   

  

Vm q R q R q R q RA qR qR
q

mV R mV Rq R k R



 

     (12.65) 

Из соотношения (12.65) следует, что при малых энергиях рассеяние изо-
тропно. Угловая анизотропия рассеянных частиц (например, нейтронов) появ-
ляется только при λ ~ R. Поэтому, измеряя угловые распределения рассеянных 
нейтронов (например, наночастицами или биологическими объектами) при раз-
ных энергиях, по энергии, при которой появляется угловая анизотропия рассея-
ния, можно с хорошей точностью судить о размерах рассеивателей.  

Заметим, что изотропия рассеяния (независимость амплитуды и сечения от 
угла рассеяния) при λ >> R имеет место не только в теории возмущений. Это 
общее свойство рассеяния медленных частиц, и связано оно с тем, что при 
λ >> R0 участвовать в рассеянии (т. е. взаимодействовать с потенциалом) может 
лишь частица в s-состоянии с l = 0, состояния с l ≠ 0 соответствуют прохожде-
нию частицы с прицельными параметрами (см. рис. 11.1) ( )1 ,lb l l R= + >

 на 
которых частица проходит вне зоны действия сил, так что в результате рассея-
ния у частицы может измениться только s-волновая компонента волновой 
функции. Это изменение и определяет рассеянную волну, соответственно, рас-
сеяние будет изотропно по направлениям. 

 
12.6. Еще раз о задаче двух тел. Разделение переменных  

в относительных координатах 
 

Как мы уже отметили, во многих задачах, таких, например, как задача об 
атоме водорода или задача о рассеянии нейтрона ядром атома, потенциал явля-
ется функцией относительного расстояния |r1 – r2| между электроном и прото-
ном или между нейтроном и ядром. Тем не менее, как и в классической теории, 
общее уравнение можно разделить на два, одно из которых будет зависеть 
только от расстояния r = |r1 – r2|, а другое – только от координат R центра масс. 
Чтобы показать это, запишем гамильтониан для двух частиц следующим об- 
разом: 



256

( )
2 2
1 2

1 2
1 2

ˆ ˆˆ ,
2 2

H U
m m

= + + −
p p r r  (12.66) 

где 

 1 21 2
1 2

ˆ ˆ, ,i i i i∂ ∂
= − ∇ ≡ − = − ∇ ≡ −

∂ ∂r rp p
r r

      (12.67) 

1 2
,∇ ∇ −r r  градиенты по направлениям r1 и r2 соответственно. Введем новые 

координаты 
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2
1 2

, ,m m m m
m m M

+ +
= − = =

+
r r r rr r r R   (12.68) 

где r – расстояние между частицами; R – координата их центра масс; M –
суммарная масса частиц. Соответствующие этим координатам операторы им-
пульсов имеют вид 

ˆˆ , .= − ∇ = − ∇ i ir Rp P       (12.69) 
Учитывая соотношения 

( ) ( ) ( )1, 2 1, 2 1, 2 1, 2
1, 2 1, 2 1, 2

, , , , , , , , ,∂ ∂ ∂
= ∇ + ∇ = = =

∂ ∂ ∂
x y z X Y Z x y z

x x xr R
r R r R r

и 
1,2

1, 2 1, 2

, ,∂ ∂
∇ = ±∇ ∇ = ∇

∂ ∂x X
m

x x Mr R
r R

 

имеем 
1, 2

1, 2
.∇ = ±∇ + ∇

m
M Rr r              (12.70) 

В результате 
2 2 2 2

1 2

1 2 1 2

2 2
1 2
2 2

1 2 1 2

1 2

2 2

2 2

1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1
2 2 2

1 1 ,
2 2

∇ ∇    + = ∇ + ∇ + −∇ + ∇ =   
   

   
= + ∇ + + ∇ =   

   

= ∇ + ∇
µ

m m
m m m M m M

m m
m m m M m M

M

r r
r rR R

r R

r R

       (12.71) 

где 
1 2

1 2 1 2

1 1 1 , ,m m
m m m m

= + µ =
µ +    (12.72) 

µ – приведенная масса. 
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Таким образом, в новых координатах гамильтониан запишется как 

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 ˆˆ
,

2 2 2 2
= − ∇ − ∇ + = + +

µ µ
 H U r U r

M Mr R
p P

  (12.73) 

а поскольку ˆ, 0,  = H P  т. е. полный импульс системы сохраняется, волновая
функция системы представляется в виде произведения волновой функции, от-
вечающей движению центра масс с заданным импульсом P, и волновой функ-
ции относительного движения ψ: 

( ) ( ), .Ψ = ψ

i

e
PR

r R r    (12.74) 

В с. ц. м. (P = 0) для ψ получаем уравнение 

( ) ( ) ( )
2ˆ

,
2

U r E+ ψ = ψ
µ

p r r               (12.75) 

т. е. в результате мы пришли к уже знакомой задаче о движении частицы с мас-
сой µ в центральном поле U(r) с фиксированным центром.  

Таким образом, как и в классической механике, в нерелятивистской кван-
товой механике задача двух тел сводится к задаче одного тела в силовом поле 
неподвижного центра.  

12.5.1. Учет движения ядра в задаче о движении в кулоновском поле 

В качестве примера рассмотрим влияние движения ядра на спектр энергий 
атома водорода, который в случае бесконечной массы протона давался бы вы-
ражением Бора (1.32), следующим из соотношения (11.88) при m = me, где me – 
масса электрона: 

4

3 2 2, .
2

e
n n n

e m RE
n n

∞≡ − ω ω = ≡



(12.76) 

Здесь R∞ – постоянная Ридберга. Точное решение уравнения Шредингера в ку-
лоновском поле при бесконечной массе протона (ядра) дает тот же результат. 
Чтобы учесть массу ядра, нужно просто заменить массу электрона me на приве-
денную массу μ (в формуле (11.88) m как раз и есть приведенная масса) и по-
смотреть, как изменится спектр энергий: 

1 .e e
e

e

m M mm
M m M

 µ = ≈ − +  
         (12.77) 

Уточненный спектр частот излучения водородоподобного атома с зарядом 
ядра Z принимает вид 

2 2
2 2 2 2

1 1 1 11 .∞′
    ω = − − ≡ −     ′ ′    

e
n n

mZ R Z R
M n n n n            (12.78) 
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Здесь 

1 –∞
 ≈ − 
 

emR R
M      (12.79) 

уточненная на конечную массу ядра постоянна Ридберга. 
Учет движения ядра позволил объяснить ряд непонятных ранее эффектов. 

Например, рассмотрим серию линий Бальмера (n' = 2) атомов обычного водо-
рода (протия) с ядром ( )1

1H H = = p  и его изотопов: дейтерия ( )2
1D H = ,= p n  и 

трития ( )3
1T H = , , ,= p n n где в скобках указан протон-нейтронный состав ядер: 

( ) ( ) 2 22

H D T

1 11 , H, D, T;
2

1 1 1, , .
1840 3 680 5 520

∞
 ω = − δ − = 
 

δ = δ = δ =

i
in R i

n
      (12.80) 

Таким образом, поправки к спектру на конечность массы ядра различны 
для разных изотопов. Они приводят к изотопическим смещениям спектральных 
линий. Следовательно, изотопы могут быть обнаружены спектроскопическими 
методами. Это и было сделано. Оказалось, что в естественной смеси изотопов, 
(например, в природной воде) относительная концентрация изотопов водорода 
такова: D / Н ≈ 1 / 6 800, Т / Н ≈ 10–18. Заметим, что радиоактивный тритий, не-
смотря на его нестабильность (β-распад в 3He с периодом полураспада 
T1/2 = 12,3 г.), присутствует в природе (в т. ч. и воде) в малых количествах, по-
скольку постоянно образуется в верхних слоях атмосферы в результате ядер-
ных реакций, протекающих при соударении частиц космического излучения с 
ядрами атомов, например атмосферного азота или кислорода. 

12.5.2. О спектральной серии Пикеринга 

Другим важным и интересным приложением теории явилось объяснение 
обнаруженной в звездных спектрах излучения спектральной серии Пикеринга. 
Она приближенно описывается формулой, похожей на формулу Бальмера для 
атома водорода: 

( )
2 2

1
1

H
2

1 1 ,
2

 
ω = − 

 
Hn R

n    (12.81) 

но содержит лишние линии, так как квантовое число n1 принимает не только 
целые, но и полуцелые значения: n1 = 5/2, 3, 7/2, 4, 9/2, …, которые запрещены 
для водорода (Пикеринг (1896) счел источником серии «особый вид водо- 
рода»). 

Правильная интерпретация этой серии была предложена Бором в 1913 г., 
которая была подтверждена позднее, когда более точные спектроскопические 



измерения показали, что линии серии несколько сдвинуты по сравнению с во-
дородными, так что в указанной формуле (12.81) следует сделать замену: 

H He
1 11 1 .

1840 7 360∞ ∞
   

= − → = −   
   

R R R R  

Кроме того, если положить в формуле (12.81) n1 = n / 2, получим формулу, 
не содержащую полуцелых квантовых чисел. В результате она принимает вид 

( )
2 2 2 2

He 2
He He He4

1 1 1 14 ,
4 4

   ω = − ≡ −   
   

n R Z R
n n     (12.82) 

что есть не что иное, как формула, описывающая спектральную серию одно-
кратно ионизованного атома гелия ( )4 +

2He  = , , , ,+p p n n e  т. е. водородоподоб-
ного иона с Z = 2. 
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Глава 13. Системы тождественных частиц 

13.1. Уравнение Шредингера для системы одинаковых частиц. 
Принцип неразличимости одинаковых частиц 

До сих пор мы рассматривали движение одной частицы в заданном внеш-
нем поле (задача о двух взаимодействующих частицах свелась к предыдущей). 
Попытаемся понять, как можно обобщить полученные результаты на случай 
движения N одинаковых и взаимодействующих между собой частиц, помещен-
ных во внешнее поле. Оператор Гамильтона такой N-частичной системы можно 
представить в виде  

( ) ( )
2

1

ˆ
, , .

2 > =

 
= + + 

 
∑ ∑

N N
i

i i k
i i k

H U x t V x x
m

p
            (13.1) 

Здесь V(xi, xk) – потенциальная энергия взаимодействия между i-й и k-й части-
цами, описывающая так называемое парное взаимодействие частиц, поэтому 
i ≠ k, и в сумме i > k; xi – все три координаты i-й частицы, определяющие поло-
жение ее центра тяжести, т. е. ri = (xi, yi, zi), и еще четвертая, определяющая 
проекцию спина частицы (sz), если она им обладает; ˆ = − ∇

ii i rp  – оператор им-
пульса i-й частицы; m – масса частиц; U(xi, t) – энергия взаимодействия i-й ча-
стицы с внешним полем.  

Волновая функция такой системы одинаковых частиц удовлетворяет урав-
нению Шредингера 

∂ψ
= ψ

∂
i H

t      (13.2) 

и является функцией времени, спиновых переменных и пространственных ко-
ординат всех частиц либо функцией времени, спиновых переменных и импуль-
сов частиц и так далее в зависимости от выбора представления. 

Заметим, что гамильтониан (13.1) является существенно нерелятивист-
ским. Мы исключили из него непотенциальные поля (как, например магнит-
ное), а также взаимодействия, которые зависят от скоростей частиц (магнитные 
силы). Все это, в принципе, можно было бы учесть, но это нисколько не изме-
нило бы ход дальнейших рассуждений. 

Под одинаковыми частицами мы подразумеваем частицы с одинаковыми 
массами m, зарядами e, спинами s и так далее, так что в равных условиях 
(внешнее поле, присутствие других частиц) они ведут себя одинаковым обра-
зом. С точки зрения атомизма и молекулярной теории естественно, но совсем 
необязательно считать, что все экземпляры частиц одного рода (электроны, 
протоны, нейтроны и т. д.) между собой тождественны. В самом деле, измере-
ние величин, характеризующих частицы (m, e, s), производится лишь с конеч-
ной точностью, поэтому можно предполагать, что, по крайней мере, в пределах 
погрешности разные экземпляры могут отличаться друг от друга.  
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Вопрос о том, одинаковы или неодинаковы все экземпляры одного рода 
частиц, можно было бы решить лишь в том случае, если бы поведение системы 
одинаковых частиц качественно отличалось от поведения аналогичной системы 
отличающихся частиц. Именно к такому качественному отличию свойств сово-
купности одинаковых частиц от свойств совокупности различных частиц при-
водит квантовая механика. Поэтому, опираясь на квантовую механику и опыт, 
можно решить, на первый взгляд, неразрешимый вопрос о том, тождественны 
ли друг другу все представители частиц одного рода или нет, а заодно и уточ-
нить понятие этой тождественности. Причиной является то, что, в отличие от 
классической механики, где мы можем отследить каждую частицу по ее траек-
тории, тем самым отличить частицы друг от друга, в квантовой механике прин-
ципиально не существует такой возможности следить в отдельности за каждой 
из одинаковых частиц и различать их.  

Можно сказать, что в квантовой механике одинаковые частицы полностью 
теряют свою индивидуальность. Одинаковость частиц по их физическим свой-
ствам имеет здесь весьма глубокий характер: она приводит к полной неразли-
чимости частиц. Этот, как говорят, принцип неразличимости одинаковых ча-
стиц играет основную роль в квантовой теории систем, состоящих из одинако-
вых частиц. 

Из выражения (13.1) непосредственно следует наиболее общая особен-
ность гамильтониана системы тождественных (неразличимых) частиц. Если в 
нем мы переставим местами координаты k-й частицы (xk) и l-й частицы (xl), т. е. 
поменяем их местами, то гамильтониан не изменится, поскольку такая переста-
новка есть просто перестановка слагаемых в суммах, из которых состоит га-
мильтониан. 

Таким образом, гамильтониан системы одинаковых частиц инвариантен 
(симметричен) относительно перестановки координат любой пары частиц. 

Обозначим оператор перестановки частиц с номерами k и l через Pkl. Тогда 
условие одинаковости (неразличимости) частиц в системе выразится на мате-
матическом языке условием коммутации оператора Гамильтона (13.1) с опера-
тором перестановки любой пары частиц системы, т. е. 

                      .kl klHP P H=                                                 (13.3) 
Так как операторы Pkl и Н коммутируют между собой, то собственные значения 
оператора Pkl будут интегралами движения. Для определения собственных 
функций и собственных значений оператора перестановки двух частиц P12 рас-
смотрим систему, состоящую только из двух одинаковых частиц. В этом случае 
собственные функции оператора P12 должны удовлетворять уравнению 

                      ( ) ( )12 1, 2 1, 2 ,ψ = λψP                                        (13.4) 

где λ – собственное значение. Действуя на это уравнение еще раз оператором 
перестановки Р12, получаем 

                      ( ) ( )2 2
12 1, 2 1, 2 .ψ = λ ψP                                        (13.5) 
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С другой стороны, из определения Р12 следует, что 

( ) ( ) ( ) ( )2
12 12и1, 2 2,1    1, 2 1, 2 ,ψ = ψ ψ = ψP P                    (13.6) 

т. е. 
                      2 или1   1.λ = λ = ±                                      (13.7) 

Таким образом, мы получили, что оператор перестановки имеет только два 
собственных значения λ = ±1. Собственная функция ψS(1, 2), соответствующая 
значению λ = 1, называется симметричной функцией и определяется уравне- 
нием 

                      ( ) ( )12 1, 2 1, 2 .ψ = ψS SP                                    (13.8) 

Собственная функция ψA (1,2), соответствующая собственному значению  
λ = –1, называется антисимметричной функцией. Она определяется уравнением 

                      ( ) ( )12 1, 2 1, 2 .ψ = −ψA AP                                    (13.9) 
Из опыта следует, что система, состоящая из двух электронов, или двух 

протонов, или двух нейтронов во всех состояниях описывается только анти-
симметричными функциями. Система, состоящая из двух α-частиц или двух π-
мезонов, всегда описывается симметричной функцией. Причем свойство сим-
метрии по отношению к перестановкам пары частиц не меняется со временим в 
процессе эволюции системы, поскольку собственное значение оператора пере-
становки является интегралом движения и определяется исключительно типом 
частиц, входящих в состав системы. 

Это утверждение непосредственно обобщается и на системы, состоящие из 
произвольного числа одинаковых частиц. В силу неразличимости частиц вол-
новая функция системы должна обладать одинаковыми свойствами симметрии 
(быть симметричной либо антисимметричной) по отношению к перестановке 
любой пары частиц. Формально волновые функции систем, содержащих более 
двух частиц (как решения соответствующего уравнения Шредингера (13.1)), 
могут иметь и более сложную симметрию, однако в природе реализуются толь-
ко симметричные или только антисимметричные состояния по отношению к 
перестановке каждой пары частиц. Свойство симметрии волновых функций си-
стемы не может измениться и внешним воздействием, так как из-за тожде-
ственности частиц внешнее возмущение всегда симметрично по отношению  
к перестановкам пар частиц. 

Итак, в квантовой механике состояния систем одинаковых частиц описы-
ваются в зависимости от рода частиц либо симметричными, либо антисиммет-
ричными волновыми функциями. Антисимметричные функции описывают со-
стояния систем, состоящих из электронов, протонов, нейтронов и других ча-
стиц (сложных или простых) с полуцелым спином (1/2, 3/2, 5/2…). Системы, 
состоящие из частиц (сложных или простых), имеющих целый спин (0, 1, 2…), 
описываются симметричными функциями. Эти правила являются обобщением 
накопленных опытных данных и образуют основной постулат – принцип нераз-
личимости одинаковых частиц.  
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Частицы, образующие системы, описываемые антисимметричными функ-
циями, называются фермионами. К ним, в частности, относятся так называемые 
фундаментальные фермионы, из которых построено все вещество в нашей 
Вселенной: это кварки (u-кварк, d-кварк, s-кварк) и лептоны (электрон – e,  
мюон – µ, τ-лептон – τ и соответствующие нейтрино νe, νµ, ντ), а также их анти-
частицы. Все они имеют спин 1/2.   

Частицы, образующие системы, описываемые симметричными функциями, 
называются бозонами. В частности, к ним относятся и фундаментальные бозо-
ны, обменом которыми обусловлены известные фундаментальные взаимодей-
ствия элементарных частиц. Все эти бозоны имеют спин, равный 1. Электро-
магнитные взаимодействия осуществляются обменом фотонами – γ с нулевой 
массой, слабые – массивными заряженными W+ и W–-бозонами, а также 
нейтральным Z-бозоном (их массы ~ 100 mp), сильные взаимодействия обуслов-
лены обменом восемью цветными нейтральными глюонами с нулевой массой.  
И наконец, нейтральный бозон Хиггса – H, недавно открытый и называемый 
частицей Бога, имеет массу ~ 126 ГэВ/с2 и спин, равный нулю. 

По-видимому, все элементарные частицы, существующие в природе,  
являются либо фермионами, либо бозонами. 

В связи с принципом неразличимости одинаковых частиц необходимо не-
сколько уточнить принцип суперпозиции состояний, о котором говорилось в 
главе 2. Не всякая линейная комбинация произвольных решений некоторого 
уравнения Шредингера для системы одинаковых частиц будет изображать воз-
можные состояния этой системы. Возможные состояния системы определяются 
линейными комбинациями только таких функций, которые имеют одинаковые 
свойства симметрии по отношению к перестановкам пар частиц. Например, для 
систем, состоящих из электронов, в линейную комбинацию могут входить 
только антисимметричные волновые функции. 

 
13.2. Симметричные и антисимметричные волновые функции 

 
Уравнение Шредингера (13.1) может иметь решения, как имеющие, так и 

не имеющие определенной симметрии. Из всех этих решений для систем, со-
стоящих из фермионов, нужно выбрать только описываемые антисимметрич-
ными функциями, а для систем бозонов – симметричными.  

Рассмотрим систему из двух частиц, и пусть функция ψ(1, 2) является од-
ним из решений уравнения (13.1), тогда в силу неразличимости частиц функ-
ция ψ(2, 1), образованная из ψ(1, 2) путем перестановки частиц 1 и 2, также бу-
дет решением этого уравнения. Из этих решений легко составить функции,  
обладающие требуемой симметрией. Действительно, симметричная функция 
будет иметь вид 

                       ( ) ( )1, 2 2,1 ,ψ = ψ + ψ  S A                                 (13.10) 
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аналогично для антисимметричной функции имеем  

                      ( ) ( )1, 2 2,1 .ψ = ψ − ψ  A B                                (13.11) 

Такой процесс антисимметризации и симметризации волновых функций обоб-
щается и на случай систем, состоящих из N одинаковых частиц. В такой систе-
ме возможны N! различных перестановок частиц. Функция, соответствующая 
каждой перестановке, может быть получена из исходной  ψ (1, 2, …, N) путем 
последовательной перестановки пар частиц.  

Обозначим Pν ψ (1, 2, …, N) функцию, которая получается из ψ (1, 2, …, N)  
в результате ν последовательных перестановок пар частиц. Тогда симметрич-
ную и антисимметричную функции можно записать в виде 

                       ( )1, 2, ..., ,ν
ν

ψ = ψ∑S A P N                                (13.12) 

                       ( ) ( )1 1, 2, ..., ,ν
ν

ν

ψ = − ψ∑A B P N                               (13.13) 

где суммирование проводится по всем N!-функциям, соответствующим различ-
ным возможным перестановкам N частиц системы. 

Точное решение задачи многих частиц в квантовой механике наталкивает-
ся на непреодолимые математические трудности. Однако в ряде случаев основ-
ные особенности таких квантовых систем могут быть объяснены при использо-
вании метода последовательных приближений, в котором в нулевом приближе-
нии частицы считаются независимыми (невзаимодействующими между собой), 
т. е. последним слагаемым в гамильтониане (13.1) пренебрегается, а в следую-
щих порядках оно учитывается на основе теорий возмущений.  

Итак, в нулевом приближении оператор Гамильтона системы частиц будет 
равен сумме операторов Гамильтона отдельных частиц: 

                      ( )
2

0

ˆ
( ).

2
 

= + ≡ 
 

∑ ∑
N N

i
i

i i
H U x H i

m
p

                           (13.14) 

В этом случае собственная функция оператора H0 представится в виде произве-
дения или линейной комбинации произведений собственных функций операто-
ров Н(i) отдельных частиц, а собственное значение H0 будет равно сумме соб-
ственных значений операторов Н(i).  

Пусть функция ( )
in iϕ  удовлетворяет стационарному уравнению Шредин-

гера 

                      ( )( ) 0,
i in nH i i − ε ϕ =                                    (13.15) 

где i в скобках означает все координаты xi i-й частицы; ni – совокупность кван-
товых чисел, характеризующих ее квантовое состояние. Тогда собственные 
функции оператора H0, соответствующие собственному значению 

,
in

i
E = ε∑  
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будут линейными комбинациями произведений одночастичных функ-
ций ( ) :ϕ

in i  

( ) ( ) ( )
1 2

1 2 ... .ϕ ϕ ϕ
Nn n n N  

Для системы бозонов волновая функция должна иметь вид симметризо-
ванной суммы произведений (см. равенство (13.12)): 

( ) ( ) ( )
1 2

1 2 ... .ν
ν

ψ = ϕ ϕ ϕ∑ NS n n nA P N                         (13.16) 

Для систем фермионов функция в соответствии с соотношением (13.13) должна 
иметь вид 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1 1 2 ... .
!

ν
ν

ν

ψ = − ϕ ϕ ϕ∑ NA n n nP N
N                    (13.17) 

Вместо записи выражения (13.17) можно антисимметричную волновую 
функцию изобразить в виде определителя: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2

1 2 ...

1 2 ...1 .
! ... ... ... ...

1 2 ...
N N N

n n n

n n n
A

n n n

N

N
N

N

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ψ =

ϕ ϕ ϕ

                        (13.18) 

Изменение знака функции (13.18) при перестановке любой пары частиц 
непосредственно следует из свойств детерминанта при перестановке двух его 
соседних столбцов. Кроме того, из такой записи с очевидностью следует прин-
цип Паули. Согласно этому принципу система одинаковых фермионов не может 
находиться в состояниях, которые описываются волновыми функциями, содер-
жащими хотя бы два одинаковых одночастичных состояния. В самом деле, если 
среди одночастичных состояний ( ) ( ) ( )

1 2
1 , 2 , ...,ϕ ϕ ϕ

Nn n n N  имеется хотя бы два 
одинаковых, то определитель тождественно обращается в нуль.  

Итак, в системе, состоящей из одинаковых фермионов, две (или более) ча-
стицы не могут находиться в одинаковых состояниях. Конечно, в такой фор-
мулировке принцип Паули может применяться только к системам слабовзаимо-
действующих частиц, когда можно говорить (хотя бы приближенно) о состоя-
ниях отдельных частиц. 

В общем случае можно сказать, что система частиц удовлетворяет прин-
ципу Паули, если она описывается только антисимметричными волновыми 
функциями относительно перестановки пар частиц. Следует также отметить, 
что, хотя функция (13.18) характеризует состояния системы, в которых отдель-
ные частицы находятся в одночастичных состояниях n1, n2, …, nN, нельзя ука-
зать, какая именно частица находится в каждом из этих состояний. 

В нерелятивистском приближении (и в отсутствие внешнего магнитного 
поля) оператор Гамильтона системы одинаковых частиц не содержит операто-
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ров спина частицы, потому при применении его к волновой функции никак не 
воздействует на спиновые переменные. Поэтому уравнению Шредингера удо-
влетворяет любая из компонент волновой функции, так что волновая функция 
системы может быть записана в виде произведения функции Φ, зависящей 
только от пространственных координат (координатная функция), на функ-
цию χ, зависящую только от спиновых переменных (спиновая функция):   

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, , ..., , , ..., , , ..., .ψ = Φ χN N N Nx s x s x s x x x s s s    (13.19) 
Волновую функцию (13.19) в виде произведения координатной и спиновой 
функций можно использовать в качестве первого приближения и при исследо-
вании систем со взаимодействием, содержащим зависимость от спина. 

Уравнение Шредингера (13.1) определяет по существу только координат-
ную функцию Φ, оставляя функцию χ произвольной. Во всех случаях, когда 
сам спин частиц нас не интересует, можно, следовательно, применять уравне-
ние Шредингера, рассматривая в качестве волновой функции одну только ко-
ординатную функцию, что и делалось в предыдущем изложении.  

Однако, несмотря на указанную независимость взаимодействия частиц от 
их спина, существует своеобразная зависимость энергии системы от ее полного 
спина, проистекающая в конечном итоге из принципа неразличимости одина-
ковых частиц.  

13.3. Обменное взаимодействие 

Рассмотрим систему, состоящую всего из двух одинаковых частиц. В ре-
зультате решения уравнения Шредингера мы найдем ряд уровней энергии, 
каждому из которых соответствует определенная симметричная или антисим-
метричная координатная волновая функция Φ(r1, r2). 

Действительно, в силу тождественности частиц гамильтониан (а с ним и 
уравнение Шредингера) системы инвариантны по отношению к их переста- 
новке. Если уровни энергии не вырождены, то при перестановке координат r1 и 
r2 функция Φ(r1, r2) может измениться только на постоянный множитель. Про-
изводя же перестановку еще раз, как и ранее, убедимся, что этот множитель 
может быть равен только ±1.  

Предположим сначала, что частицы имеют спин нуль. Спиновый множи-
тель для таких частиц вообще отсутствует, и волновая функция сводится к од-
ной лишь координатной функции Φ(r1, r2), которая должна быть симметричной 
(поскольку частицы со спином нуль являются бозонами). Таким образом, не все 
из уровней энергии, получающихся при формальном решении уравнения Шре-
дингера, могут осуществляться в реальности; те из них, которым соответствуют 
антисимметричные функции, для рассматриваемой системы невозможны.  

Перестановка двух одинаковых частиц эквивалентна операции инверсии 
системы координат (начало которой выбрано посредине прямой, соединяющей 
обе частицы). С другой стороны, как мы видели ранее, в результате инверсии 
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волновая функция Φ должна умножиться на (–1)l, см. выражение (10.79), где l – 
орбитальный момент относительного движения частиц.  

Сопоставляя эти соображения со сказанным выше, мы видим, что система 
из двух одинаковых частиц со спином нуль может обладать только четным ор-
битальным моментом. 

Далее, пусть система состоит из двух одинаковых частиц со спином 1/2 
(скажем, электронов). Тогда полная волновая функция системы (т. е. произве-
дение функции Φ(r1, r2) и спиновой функции χ(µ1, µ2), где µ1 и µ2 – проекции 
спинов частиц 1 и 2, должна быть непременно антисимметричной по отноше-
нию к перестановке частиц. Поэтому при симметричной координатной функ-
ции спиновая функция должна быть антисимметричной, и наоборот. 

Если частицы разные, то четыре возможных состояния системы из двух 
частиц со спином 1/2 опишутся четырьмя произведениями функций (10.96):  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 , 1 2 , 1 2 , 1 2 .
− − − −

χ χ χ χ χ χ χ χ (13.20) 

Если же частицы тождественные, мы должны рассматривать симметрич-
ные и антисимметричные комбинации спиновых χ  функций (13.20). Нетрудно 
видеть, что антисимметричных комбинаций всего одна: 

( ) ( ) ( ) ( )00 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2 .
2 − −

 
χ = χ χ − χ χ 

 
(13.21) 

Нормировочный множитель получается из условия 00 00 1.χ χ =  В состоя-
нии (13.21) проекции на ось z спинов двух частиц противоположны, поэтому 
проекция полного спина Sz = s1z + s2z = 0. Нетрудно показать, используя 
соотношение (10.93), что равны нулю и средние величины проекций: 

00 00 00 00 0.x yS Sχ χ = χ χ =  Таким образом, функция 00χ описывает состояние 
системы с полным спином S = s1 + s2 = 0, т. е. S = 0 и проекцией Sz = 0, что и от-
ражено в индексах этой функции. 

Симметричных же состояний три, так что они описывают состояния с пол-
ным спином S = 1 и проекциями Sz = 1, 0, –1: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

10 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 ,
2

1 1 2 2 1 ,
2

1 1 2 2 1 1 2 .
2

− −

−
− − − − − −

 
χ = χ χ + χ χ = χ χ 

 
 

χ = χ χ + χ χ 
 

 
χ = χ χ + χ χ = χ χ 

 

        (13.22) 
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Вычислим среднюю величину и направления спина S в состояниях (13.22), 
т. е. средние от всех проекций полного спина: 

11 11 10 10 1 1 1 1, , .− −χ χ χ χ χ χS S S
Записав формулу (10.93) в виде 

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

, ,

,

− −

− −

σ χ = χ σ χ = χ

σ χ = χ σ χ = − χ

x x

y yi i  (13.23) 

в состояниях 11χ  и 1 1−χ имеем 

11 11 11 11 11 11 11 1 2 11

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1

1 10, 1,
2 2

1 10, 1.
2 2− − − − − − − −

χ χ = χ χ = χ χ = χ + χ = + =

χ χ = χ χ = χ χ = χ + χ = − − = −

x y z z z

x y z z z

S S S s s

S S S s s

Таким образом, в этих состояниях средний вектор суммарного спина 
направлен по и против оси z и равен 1. Вычисление среднего спина в состоя-
нии 10χ  дает 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

10 10 10 1 2 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1
2

1 1 2 2 1 1 2 2 1
4

1 1 2 1 2
4

1 1 2 2 1
4

1 2 1 1 2
4

− − − −

− −

− −

− −

χ χ = χ σ + σ χ =

= χ χ + χ χ σ + σ χ χ + χ χ =

= χ χ σ + σ χ χ +

+ χ χ σ + σ χ χ +

+ χ χ σ + σ χ χ

x x x

x x

x x

x x

x x

S

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 2 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 0 0 0 0 0.
4 − −

+

+ χ χ σ + σ χ χ = + + + =x x

(13.24) 

Аналогично 

( )10 10 10 1 2 10
1 0 0 0 0 0
2

χ χ = χ σ + σ χ = + + + =y y yS   (13.25) 

и 

( )10 10 10 1 2 10
1 1 1 1 10 0 0,
2 4 4 4 4

χ χ = χ σ + σ χ = − + + − + =z z zS   (13.26) 
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т. е. в состоянии 10χ величина среднего вектора спина равна нулю, что можно 
интерпретировать как прецессию (или флуктуации) спина 1, направленного 
перпендикулярно оси z, вокруг этой оси. 

Таким образом, в результате получается, что те уровни энергии, которым 
соответствуют симметричные решения Φ(r1, r2) уравнения Шредингера, могут 
фактически осуществляться только при равном нулю полном спине системы, 
т. е. когда спины двух электронов антипараллельны, давая в сумме нуль. Значе-
ния же энергии, связанные с антисимметричными функциями Φ(r1, r2), требуют 
полного спина, равного единице, т. е. спины обоих электронов должны быть 
параллельными.  

Другими словами, возможные значения энергии системы электронов ока-
зываются зависящими от ее полного спина (т. е. от взаимной ориентации спи-
нов). На этом основании можно говорить о своеобразном взаимодействии ча-
стиц, приводящем к этой зависимости. Это взаимодействие называют обмен-
ным (его не нужно путать с взаимодействием, возникающим в результате обме-
на виртуальной частицей, например π-мезоном или фотоном). Обменное взаи-
модействие представляет собой чисто квантовый эффект, полностью исчезаю-
щий (как и сам спин) при предельном переходе к классической механике.  

Проиллюстрируем сказанное выше на следующем примере системы двух 
невзаимодействующих частиц, которые могут быть различимыми либо тожде-
ственными: бозонами или фермионами (как еще говорят, подчиняющимися ста-
тистикам Больцмана, Бозе – Эйнштейна или Ферми – Дирака). 

Пусть частицы находятся в одночастичных, ортонормированных состояни-
ях ( )1mϕ r  и ( )2 .nϕ r  Когда частицы различимы, волновая функция системы двух 
частиц имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )diff diff * diff 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , 1,Φ = ϕ ϕ Φ Φ =∫mn m n mn mn d r d rr r r r r r r r   (13.27) 

и плотность вероятности найти частицы вблизи точек r1 и r2  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2diff diff * diff
1 2 1 2 1 2 1 2, , , .= Φ Φ = ϕ ϕmn mn mn m nW r r r r r r r r   (13.28) 

Вероятность найти одну частицу вблизи другой, т. е. при r1 → r2, определяется 
перекрытием волновых функций ( )mϕ r  и ( ).ϕn r  Она максимальна, когда со-
стояния совпадают, т. е. m = n. 

Для бозонов будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 * 3 3
1 2 1 2, , 1.

2
ϕ ϕ + ϕ ϕ

Φ = Φ Φ =∫m n m nB B B
mn mn mnd r d r

r r r r
r r   (13.29) 

В этом случае вероятность найти одну частицу вблизи другой при r1 → r2 

( ) ( )diff
1 2 1 22 .→ = →B

mn mnW Wr r r r     (13.30) 
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Таким образом, по сравнению с отличающимися частицами одинаковые 
бозоны предпочитают «слипаться», т. е. как бы притягиваются друг к другу. 

Для фермионов же (считаем их спины равными ½), если спины параллель-
ны, т. е. полный спин равен единице и спиновая часть волновой функции сим-
метрична, радиальная часть должна быть антисимметричной:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 * 3 3
1 2 1 2, , 1.

2
↑↑ ↑↑ ↑↑ϕ ϕ − ϕ ϕ

Φ = Φ Φ =∫m n m nF F F
mn mn mn d r d r

r r r r
r r   (13.31) 

В результате в этом случае при m = n волновая функция обращается в 
нуль, что выражает принцип Паули: в данном состоянии не может находиться 
более одного фермиона (состояния обеих частиц в нашем случае характеризу-
ются индексом m = n и одинаковым направлением спина). Также волновая 
функция (13.31) обращается в нуль при r1 → r2, что можно рассматривать как 
взаимное отталкивание фермионов. Если же спины частиц противоположны 
(S = 0), т. е. спиновая часть функции антисимметрична, то пространственная 
часть должна быть симметричной: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 * 3 3
1 2 1 2, , 1,

2
↑↓ ↑↓ ↑↓ϕ ϕ + ϕ ϕ

Φ = Φ Φ =∫m n m nF F F
mn mn mn d r d r

r r r r
r r   (13.32) 

поэтому частицы с противоположными спинами как бы притягиваются друг к 
другу. Эффективно это и есть обменные взаимодействия тождественных ча-
стиц, зависящие от их спинов. 

13.4. О сложении угловых моментов 

В предыдущем параграфе мы фактически провели операцию сложения 
двух угловых моментов со спинами ½. Обобщим ее на случай произвольных 
моментов. 

Напомним, что оператор любого углового момента Ĵ  определяется ком- 
мутационными соотношениями (см. выражения (5.74, 10.4)) для его компо-
нент , ,ˆ ˆ ˆ

x y zJ J J : 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] , [ , ] , [ , ] .= = =  x yx y z y z x zJ J i J J J i J J J i J   (13.33) 

В частности, оператор орбитального момента имеет вид ˆ .= − × ∇iL r  Операто-
ры орбитального момента и спина подчиняются одним и тем же коммутацион-
ным соотношениям (13.33). В дальнейшем будем использовать обезразмерен-
ные угловые моменты, т. е. под Ĵ  будем подразумевать ˆ / .J  Это эквивалентно 
тому, что в соотношениях (13.33) мы положили 1.=  

Из формул (13.33) следует, что оператор квадрата момента 
2 2 22 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zJ J J J= = + +J  коммутирует со всеми проекциями, в частности 

2ˆ ˆ[ , ] 0,=zJ J следовательно, 2ˆ ˆ, zJ J  имеют общий набор собственных функ-

ций JMφ :
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2 ,

.

ˆ ( 1)
ˆ

φ = + φ

φ = φz

JM JM

JM JM

J J J

J M (13.34) 

Здесь квантовое число J, называемое моментом количества движения, может 
быть целым или полуцелым, проекция M пробегает 2J + 1 значений от –J до +J. 

Для спина J = s = ½ соответствующие операторы проекций принято выра-
жать через матрицы Паули: 

1 1 1
2 2 2, , .

0 1 0 1 01 1 1
2 2 21 0 0 0 1

ˆ ˆ ˆi
x y zx y zi

s s s−
σ = σ = σ =

−
     = = =     
       

Тогда 
3 4 0 32 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ,
0 3 4 4

s s s s Ix y z
 

= + + = ≡ 
 

    (13.35) 

где I – единичная матрица. Таким образом, 

1 1 1
2 2 2

1 1
2 2

2 ,

.

3ˆ ( 1)
4

ˆz

s s s

s

µ µ µ

µ µ

χ = + χ = χ

χ = µχ (13.36) 

Простейшее (каноническое) представление для спинора 1
2

–
µ

χ

11 1 1
22 2 2

1 0
, .

0 1−

   
χ = χ =   

   
            (13.37) 

13.4.1. Сложение двух угловых моментов 

Пусть имеется система, состоящая из двух невзаимодействующих под- 
систем. Тогда ее ее гамильтониан имеет вид  

1 2
ˆ ˆ ˆ .H H H= +     (13.38) 

Для каждой из подсистем можно определить операторы 2 2
1 1 2 2, ,ˆ ˆ ˆ ˆ; .z zj j j j

Обозначим собственные функции (состояния) подсистем как 1 1j m  и 

2 2 ,j m  тогда для всей системы возможны два представления. 
1. Состояния системы можно описать всеми возможными произведениями

1 1 2 2j m j m  для всех значений m1, m2. Число состояний всей системы с гамиль-
тонианом H будет равно (2j1 + 1)(2j2 + 1). В этом случае полный набор комму-
тирующих операторов следующий: 2 2

1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , .z zH j j j j  
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2. Имеется другое описание той же системы. Построим оператор ее полно-
го углового момента: 

1 2
ˆ ˆˆ = +J j j  или 1 2

ˆ ˆ ˆ ( , , ).= + =i i iJ j j i x y z                  (13.39) 
Его компоненты также удовлетворяют коммутационным соотношениям (13.33), 
так что можно построить собственные функции операторов 2Ĵ и ˆ .zJ  Обозначим 

их как 1 2JM j j , поскольку оператор 

( )2 2 2
1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ 2 ,= + +J j j j j (13.40) 

как нетрудно видеть, коммутирует с 2 2
1 2

ˆ ˆ,j j  (но не с проекциями j1i, j2i). Тогда
имеем 

2
1 2 1 2

1 2 1 2

ˆ ( 1) ,

ˆ .z

J JMj j J J JMj j

J JMj j M JMj j

= +

=   (13.41) 

Здесь, как мы увидим ниже, J может принимать значения 

1 2 1 2.j j J j j− ≤ ≤ +       (13.42) 

Собственное значение оператора проекции 1 2
ˆ ˆ ˆ

z z zJ j j= + полного момента равно 

1 2.M m m= +         (13.43) 
Каждому значению J соответствует 2J + 1 возможных значений M от – до +J. 

Наибольшее возможное (при заданных j1 и j2) значение M = j1+ j2. Оно по-
лучается при максимальных значениях проекций моментов подсистем m1 = j1 и 
m2 = j2. Поэтому и наибольшее значение J есть J = j1 + j2. Это единственное воз-
можное состояние с максимальной проекцией суммарного момента M = J запи-
сывается как 1 2 1 1 2 2 .JJj j j j j j=  

Значение проекции полного момента M = J – 1 получается двумя способа-
ми: m1 = j1, m2 = j2 – 1 и m1 = j1 – 1, m2 = j2, т. е. имеются два состояния с такой 
проекцией. Одно из них является состоянием с полным моментом J = j1 + j2 – 1 
и максимальной проекцией, другое имеет момент J = j1 + j2. Остальные значе-
ния J можно определить аналогично, складывая друг с другом различные допу-
стимые значения m1 и m2 для каждого значения М и приписывая получаемым 
состояниям разные J (табл. 13.1). 
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Таблица 13.1 
Допустимые значения m1 и m2 для каждого  

значения М и возможные значения J 

М m1 m2 J 

j1 + j2 j1 j2 j1+ j2 

j1 + j2 – 1 
j1 

j1 – 1 

j2 – 1 

j2 

j1 + j2 – 1 

j1 + j2 

j1+ j2 – 2 

j1 

j1 – 1 

j1 – 2 

j2 – 2 

j2 – 1 

j2 

j1 + j2 – 2 

j1 + j2 – 1 

j1 + j2 

Таким образом, наибольшее возможное значение М есть М = j1 + j2. Ему 
отвечает одно состояние |JМ〉 (единственная пара значений m1, m2). Далее, 
имеются два состояния |JМ〉 с М = j1+ j2 – 1. Следовательно, должны быть и два 
состояния |JМ〉 с этим значением М: одно, отвечающее J = j1+ j2, другое – с мо-
ментом J = j1 + j2 – 1. При j1 ≥ j2 с уменьшением M на единицу число состояний 
с таким M будет также увеличиваться на единицу вплоть до M = j1 – j2 . При 
этом m1 = j1 – j2, m2 = 0. При дальнейшем уменьшении М число состояний пере-
станет возрастать, оставаясь равным 2j2 +1 (если j1 ≥ j2). Это значит, что 
J = |j1 – j2| есть наименьшее возможное значение J.  

Число всех состояний |JМ〉 

( ) ( )( )
1 2 1 2

1 2 1 2

2 2 12 1 2 1 2 2 1 2 1 .
+ +

= − = −

+ = + + = + +∑ ∑
j j j j

J j j J j j
J j J j j    (13.44) 

Те же функции являются собственными и для операторов 2 2
1 2
ˆ ˆ, .j j  Полный 

набор операторов в этом случае есть 2 2 2
1 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , , .zH j j J J  Операторы 1 2
ˆ ˆ,z zj j  не 

коммутируют с оператором 2ˆ ,J  как следует из равенства (13.40). 
Таким образом, эти два представления не совпадают друг с другом. Но они 

описывают одну и ту же систему и должны быть связаны унитарным преобра-
зованием. Согласно формуле (4.59) имеем 

( )
1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2
,

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
, ,

|

| .

= ≡

≡ ≡

∑

∑ ∑
m m

JM
j m j m

m m m m

JMj j j m j m JM j m j m

C j m j m JM j m j m C j m j m      (13.45) 
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Коэффициенты (матричные элементы) этого преобразования носят назва-
ние коэффициентов Клебша – Гордана: 

( )
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2| | .JM
j m j mC C j m j m JM j m j m JM≡ ≡        (13.46) 

Мы их нашли для случая сложения двух спинов, равных ½. Нахождение коэф-
фициентов Клебша – Гордана выходит за рамки нашего курса, но они табули-
рованы, и их величины можно найти, например, в работах [47, 48]. 

13.5. Электроны в атоме. Периодическая система элементов 

Атом с более чем одним электроном представляет собой сложную систему 
взаимодействующих друг с другом электронов, движущихся в поле ядра. Для 
такой системы можно, строго говоря, рассматривать только состояния системы 
в целом. Тем не менее оказывается, что в атоме можно с хорошей точностью 
ввести понятие о состояниях каждого электрона в отдельности как о стацио-
нарных состояниях движения электрона в некотором эффективном (самосогла-
сованном) центрально-симметричном поле. 

В этом приближении предполагается, что каждый атомный электрон дви-
жется в сферически-симметричном поле, которое характеризуется потенциаль-
ной энергией V(r), определяемой ядром и всеми другими электронами атома. 
Приближение будет хорошим в том случае, когда отклонение потенциальной 
энергии отдельного электрона от V(r), вызванное прохождением вблизи других 
электронов, будет относительно мало. Это и в самом деле имеет место, так как 
постоянный ядерный кулоновский потенциал примерно в Z раз больше флукту-
ирующего потенциала, создаваемого проходящими поблизости электронами. 
Заметим, что для различных электронов в атоме средние поля, вообще говоря, 
различны, причем определяться они должны одновременно все, поскольку каж-
дое из них зависит от состояния электрона и состояний всех остальных элек-
тронов. Поэтому такое поле называется самосогласованным. Таким образом, 
в теории атома возникают две основные задачи: вычисление среднего цен-
трального поля и определение поправок к результатам, полученных с его по-
мощью. 

Обсудим некоторые общие свойства центрального поля. На больших рас-
стояниях r от ядра потенциальная энергия любого электрона нейтрального ато-
ма V(r) имеет кулоновский вид –e2/r, поскольку при удалении электрона, для 
которого измеряется потенциал, остается отдельный положительно заряженный 
ион. 

Ранее мы показали, что в атоме водорода, когда потенциальная энергия 
при всех r равна –e2/r, электрон имеет бесконечное число дискретных уровней 
энергии (см. выражение (11.92)), характеризуемых квантовыми числами n, l 
и m. Для средней потенциальной энергии V(r) также можно ожидать наличия 
бесконечного числа уровней энергии, поскольку при больших n волновая 
функция электрона вблизи ядра будет мала и главную роль будет играть 
вид V(r) при больших r. Однако между этими двумя случаями имеется важное 
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различие, заключающееся в том, что вырождение водородных состояний, соот-
ветствующих различным l при данном n, в некулоновском центральном поле 
снимается. Это связано с тем, что при малых значениях момента количества 
движения электрон в среднем ближе подходит к ядру, а там притяжение силь-
нее, чем когда V(r) = –e2/r, так как ядро уже не так полно экранируется другими 
электронами. Поэтому при заданном n состояния с меньшим значением l будут 
обладать меньшей энергией. С другой стороны, вырождение по азимутальному 
квантовому числу m не снимается, так как оно имеет место в любом сфериче-
ски-симметричном потенциале. 

Из-за наличия спина состояние электрона в центральном поле задается че-
тырьмя квантовыми числами: n, l, m и µ. Орбитальные квантовые числа l и m – 
те же, что и l и m в атоме водорода; число µ = ±½ характеризует ориентацию 
спина, а n представляет собой естественное обобщение главного квантового 
числа кулоновской задачи. Поскольку величина n – l – 1 представляет собой 
число узлов радиальной части волновой функции атома водорода, такое опре-
деление n переносится и на случай произвольного центрального поля, так что 
l не превышает n – 1.  

13.5.1. Периодическая система элементов 

В соответствии с принципом Паули данными четырьмя квантовыми чис-
лами может обладать только один электрон в атоме. При увеличении Z элек-
троны заполняют последовательные состояния от низшей до более высоких 
энергий. Основным состоянием атома будет то, в котором нет не заполненных 
электронами состояний с энергией меньшей, чем энергия любого из заполнен-
ных состояний. В силу вырождения по квантовым числам m и µ состояние с 
квантовыми числами n и l может содержать 2(2l + 1) электронов с одной и той 
же энергией. Отсюда ясно, что конфигурацию электронов в атоме, находящем-
ся в основном состоянии, можно описать, задавая число электронов в каждом 
из состояний. Совокупность электронов в состояниях с близкими энергиями 
образует электронную оболочку. В приближении центрального поля все обо-
лочки, в которых есть электроны, будут заполнены, кроме, возможно, валент-
ной оболочки с наибольшей энергией.  

Химические свойства атомов определяются главным образом наименее 
сильно связанными, или валентными, электронами, находящимися в оболочке с 
наибольшей энергией. Наиболее важными факторами являются число занятых 
и незанятых состояний в ней и разность энергий между данной и следующей, 
более высокой (незаполненной) оболочкой. Например, если верхняя оболочка 
заполнена и разность энергий между ней и более высокой оболочкой имеет за-
метную величину, то в химическом отношении атом имеет тенденцию оста-
ваться инертным, так как в этом случае переход электронов на другие атомы 
(или приход электронов с них), необходимый для образования молекулы, про-
исходит с трудом. Квазипериодическая повторяемость структуры верхних обо-
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лочек по мере возрастания атомного номера Z обусловливает существование 
периодической системы химических элементов Менделеева.  

В обычных спектроскопических обозначениях квантовое число n, характе-
ризующее оболочку, записывается числом, l – буквой, а число электронов в 
оболочке характеризуется численным индексом. Систему буквенных обозначе-
ний для l мы уже обсуждали.  

Ниже указано максимальное число 2(2l +1) электронов, которые могут 
находиться в состоянии с орбитальным квантовым числом l (табл. 13.2). 

Таблица 13.2 
Максимально возможное число электронов  

в состоянии с заданным орбитальным моментом l 

Параметр Значение 

Орбитальное квантовое число l 0 1 2 3 4 5 

То же число l в буквенном обозначении s р d f g h 

Максимальное число электронов 2(2l + 1) 2 6 10 14 18 22 

Таким образом, электронная конфигурация основного состояния атома, 
например натрия (Z = 11), запишется следующим образом: 1s22s22p63s1. Такие 
электронные конфигурации многих элементов можно получить, зная только по-
следовательность, в которой возрастают энергии состояний электронов. Сведе-
ния о ней можно получить из спектроскопических данных.  

Состояния отдельного электрона в атоме при заданном l нумеруют (в по-
рядке возрастания энергии) с помощью главного квантового числа n, пробега-
ющего значения n = l + 1, l + 2… Такой выбор порядка нумерации соответству-
ет принятому для атома водорода. Но последовательность возрастания уровней 
энергии с различными l в сложных атомах, вообще говоря, отличается от име-
ющейся у атома водорода. Оказывается, что эта последовательность такова:  

1s, 2s, 2р, 3s, 3р, [4s, 3d], 4р, [5s, 4d], 5р, [6s, 4f, 5d], 6р, [7s, 5f, 6d]. 
В квадратных скобках указаны состояния, имеющие почти одинаковую энер-
гию, так что оболочки необязательно заполняются в указанном порядке. Бли-
зость энергий этих состояний связана с тем, что увеличение n и уменьшение l 
приводит к противоположным результатам. Так, состояние 4s (которое в атоме 
водорода лежит выше, чем 3d) сдвигается вниз благодаря тому, что при малом 
моменте количества движения электрон глубже проникает внутрь атома (см. 
ниже). Внутри каждой скобки s-состояние всегда заполняется первым, хотя оно 
может терять один или оба электрона по мере заполнения других указанных в 
скобках состояний. Исключая состояния, стоящие в скобках, указанный здесь 
порядок заполнения всегда соблюдается. 

Такая последовательность энергетических состояний электронов в атомах 
в порядке возрастания энергии указана в табл. 13.3. В каждой строчке таблицы 
приведены состояния, мало отличающиеся по энергии. Разности энергий состо-
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яний, соответствующих разным строчкам таблицы, сравнительно велики. Сово-
купность состояний, входящих в каждую строчку таблицы, образует электрон-
ную оболочку. Оболочка состоит из s-, p-, d- … подоболочек.  

Таблица 13.3 
Электронные оболочки в атомах 

Номер 
оболочки 

Электронные 
состояния 

Полное число состояний 
в оболочке 

1 1s 2 
2 2s, 2p 8 
3 3s, Зр 8 
4 4s, 3d, 4р 18 
5 5s, 4d, 5p 18 
6 6s, 4f, 5d, 6p 32 
7 7s, 6d, 5f… … 

Как видно из таблицы, энергии состояний в сложных атомах отличаются 
от энергии состояний атома водорода. Например, в атоме водорода состояния 
3s, 3р, 3d имеют одинаковую энергию, а в сложных атомах энергии этих состо-
яний различны. Наименьшее значение энергии имеет состояние 3s, наибольшее 
значение энергии – состояние 3d. Эта разница в энергии может быть понята на 
основе простых качественных рассуждений, если учесть самосогласованное по-
ле, действующее на данный электрон со стороны других электронов. Для учета 
этого эффекта можно в первом приближении использовать волновые функции 
водородоподобных атомов. Как показано ранее, в состояниях с орбитальным 
моментом l радиальная часть волновой функции из-за наличия центробежного 
потенциала отталкивания убывает как rl при r → 0. 

Следовательно, электроны в s-состояниях могут подходить ближе к ядру, 
чем электроны d- или f-состояний, поэтому электроны s-состояний чувствуют 
больший заряд ядра и испытывают более сильное его притяжение, чем электро-
ны d- и f-состояний. В связи с этим энергия состояния 4s оказывается меньшей, 
чем у состояния 3d. Особенно существенно экранировка сказывается в f-
состояниях, например уровень 4f оказывается выше уровня 6s. 

В основном состоянии атомов электроны заполняют в согласии с принци-
пом Паули нижние энергетические состояния. В атоме гелия (2Не) два электро-
на заполняют первую оболочку (1s)2; в атоме неона (10Ne) полностью заполне-
ны две оболочки – конфигурация (ls)2(2s)2 (2p)6; три оболочки заполнены у ато-
ма аргона (18Ar); четыре – у атома криптона (36Kr); пять – у ксенона (54Хе) и 
шесть оболочек заполнено у атома радона (84Rn). У перечисленных атомов с за-
полненными оболочками суммарный орбитальный момент и суммарный спин 
равны нулю. Эти атомы очень устойчивы, с большим трудом вступают в хими-
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ческие соединения с другими атомами и слабо взаимодействуют между собой 
(инертные газы).  

Начало каждой новой оболочки заполняется электроном в s-состоянии. Все 
атомы с одним электроном сверх заполненных оболочек имеют близкие хими-
ческие свойства и относятся к щелочным металлам: 3Li, 11Na, 19K, 37Rb, 55Cs, 
87Fr.  

В таблице 13.4 указаны электронные конфигурации атомов первых 18 эле-
ментов периодической системы Менделеева. 

Таблица 13.4 
Электронные конфигурации атомов 

Номер 
оболочки Z Элемент 1s 2s 2p 3s 3p

I 1
2

H 
Не 

1
2 – – – – 

II 

3
4
5
6
7
8
9
10 

Li 
Be 
В 
С 
N 
О 
F 

Ne 

2
2
2
2
2
2
2
2

1
2
2
2
2
2
2
2

1
2
3
4
5
6

– – 

III 

11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

Na 
Mg 
Al 
Si 
Р
S
Cl 
Аr 

2
2
2
2
2
2
2
2

2
2
2
2
2
2
2
2

6
6
6
6
6
6
6
6

1
2
2
2
2
2
2
2

1
2
3
4
5
6

В четвертой и пятой электронных оболочках имеется по 18 состояний. 
В шестой электронной оболочке имеется 32 различных состояния. Среди этих 
состояний 14 состояний относятся к типу 4f. Как уже отмечалось выше, ради-
альные функции f-состояний быстро убывают при r → 0. На рисунке 13.1 ука-
зано радиальное распределение электрического заряда в водородоподобных 
атомах для состояний типа 4s, 4p и 4f. Мы видим, что в состоянии 4f электрон 
хотя и не подходит близко к ядру, однако находится в областях атома более 
глубоких, чем внешние области, куда простираются состояния 4р и особенно 
4s. Еще более внешние области атома занимаются электронами в состояниях 5s 
и 6s.  
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Состояния 4f начинают заполняться после элемента лантана (57La) с Z = 57, 
у которого 54 электрона заполняют первые пять оболочек, а состояние трех 
остальных электронов определяется конфигурацией (5d) (6s)2. В атомах следу-
ющих 14 элементов: 58Ce, 59Рг, 60Nd, 61Pm, 62Sm, 63Eu, 64Gd, 65Tb, 66Dy, 67Но, 68Er, 
69Tu, 70Yb, 71Lu, которые называются лантаноидами (лантанидами), или редко-
земельными элементами, заполняются состояния 4f. Поскольку электроны со-
стояний 4f располагаются во внутренних областях атома, то внешний слой у 
лантана и редкоземельных атомов остается почти неизменным (конфигурация 
(6s)2), поэтому химические свойства этих элементов очень близки и их относят 
к одной клетке периодической системы элементов, занимаемой лантаном. 

В другой группе элементов: 90Th, 91Pa, 92U, 93Np, 94Pu, 95Am, 96Cm, 97Bk, 
98Cf, 99Es, 100Fm, 101Md… – последовательное увеличение числа электронов в 
атоме соответствует заполнению оболочки 5f без изменения конфигурации 
внешних электронов. Конфигурация внешних электронов (7s)2 одинакова у всех 
этих элементов и совпадает с конфигурацией атомов актиния 89Ас, поэтому та-
кие элементы называют актинидами и относят к одной клетке периодической 
системы элементов, занимаемой элементом актинием.  

Оболочечная структура электронных состояний атомов, следующая из за-
конов движения электронов, объясненных квантовой механикой, была в неко-
торой степени предугадана замечательным русским химиком Д. И. Менде- 
леевым в 1868 г. задолго до появления квантовой механики.  

Менделеев открыл периодический закон химических элементов, который 
он выразил в виде таблицы Периодической системы элементов по группам и 
рядам. Периодическая система элементов Менделеева состоит из десяти» гори-
зонтальных рядов, которые составляют семь периодов, и девяти групп (верти-
кальных столбцов), в которых один под другим расположены сходные между 
собой элементы. Первоначальная таблица Менделеева содержала только восемь 
групп, так как инертных газов в то время еще не знали. Проведенное Менделее-
вым размещение элементов в периодической системе оказалось полностью от-

Рис. 13.1. Радиальное распределение 
электрического заряда в водородо- 
подобных атомах для состояний 4s,  
4p, 4f 
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ражающим строение атомов, найденное современной квантовой механикой. 
Каждому периоду системы элементов Менделеева соответствует одна элек-
тронная оболочка в атоме. 

13.6. Оболочечная модель атомного ядра 

Атомные ядра представляют собой образования из протонов с зарядом +1 
(в единицах заряда электрона) и нейтральных нейтронов. Протоны и нейтроны 
по отношению к ядерным взаимодействиям ведут себя одинаково, поэтому 
имеют общее название – нуклоны. Они имеют спин 1/2 и массу, примерно 
в 1 840 раз превышающую массу электрона. Между этими частицами действу-
ют ядерные силы малого радиуса действия (порядка 10–13 см); между протонами 
также действуют обычные кулоновские силы отталкивания. Чтобы ядро не раз-
валивалось, ядерное взаимодействие между нуклонами должно существенно 
превосходить кулоновское отталкивание между протонами. Это взаимодей-
ствие, называемое сильным, должно быть также зарядово-независимым. Малый 
радиус действия этого взаимодействия следовал уже из опытов Резерфорда по 
рассеянию α-частиц на ядрах атомов, поскольку никакого отличия от чисто ку-
лоновского рассеяния при сближении α-частиц с ядром вплоть до расстояний 
порядка радиуса ядра не наблюдалось. Такая же оценка на радиус действия 
ядерных сил следует из детальных опытов по рассеянию нейтронов разных 
энергий ядрами для объяснения изотропии углового распределения рассеянных 
нейтронов вплоть до энергии ~ 10 МэВ.  

13.6.1. О свойствах ядерных сил, действующих между нуклонами 

Важной величиной, характеризующей ядерные силы, удерживающие нук-
лоны в ядре, является энергия связи ядра. Это энергия, необходимая для разде-
ления ядра на составляющие его нуклоны. Оказалось, что для всех средних и 
тяжелых ядер энергия связи, приходящаяся на один нуклон (удельная энергия 
связи), приблизительно одинакова и составляет около 8 МэВ/нуклон, т. е. пол-
ная энергия связи 

св .E A  Это свойство насыщения ядерных сил. Оно заклю-
чается в том, что удельная энергия связи в зависимости от числа нуклонов A в 
ядре сначала растет при малых A, достигает максимума при А = 56 (по этой 
причине эволюция не очень массивных звезд заканчивается «железной звез-
дой»), далее очень плавно убывает (а практически выходит почти на плато –
насыщение, величина которого и составляет ~ 8 МэВ/нуклон, рис. 13.2). 
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Рис. 13.2. Зависимость энергии связи на один нуклон Eсв/A в зависимости 
от атомного номера A (числа нуклонов в ядре) 

В этом отношении ядра подобны жидкости или твердому телу, для кото-
рых количество тепла, необходимое для испарения, пропорционально массе 
вещества и резко отличается от нейтральных атомов, где происходит рост сред-
ней энергии связи на один электрон с увеличением числа электронов.  

Из опытов по рассеянию нейтронов, протонов, электронов и других экспе-
риментов на тяжелых ядрах было найдено, что плотность нуклонов в ядре при-
близительно постоянна, быстро спадает вблизи границы ядра, т. е. ядра имеют 
довольно резкую границу. Таким образом, ядерная материя и в этом отношении 
подобна несжимаемой жидкости, а объем VN ядра, как и энергия связи, так же 
пропорционален A: .NV A  Тогда, вводя радиус ядра RN, условный объем 
одного нуклона V0 и его радиус r0, можно написать VN = AV0 или 
( ) 3 3

04 / 3 4 / 3 .NR r Aπ = π  Таким образом, радиусы ядер приближенно описываются 
формулой 

1/3
0 ,NR r A= (13.47) 

где из экспериментов по рассеянию частиц на ядрах следует r0 = 1,2 Фм, 
1 Фм = 10–13 см. Эта единица, используемая в ядерной физике, называется фер-
ми (Фм). По величине она совпадает с фемтометром (фм), 1 Фм = 1 фм. Из экс-
периментов по α-распаду ядер получается несколько большая величина r0. 

Формула (13.47) соответствует постоянной плотности nN числа нуклонов 
внутри  ядер: 

3 3
0 0 Фм

4/ 1/ 1/ 0,14 
3

−= = = π =N Nn A V V r  (13.48) 

или V0 = 7,2 Фм3, т. е. на один нуклон приходится 7,2 Фм3. Таким образом, 
плотность ядерной материи 
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(13.49)

Чтобы объяснить малую энергию связи дейтона (2,23 МэВ, т. е. 
~ 1 МэВ/нуклон) по сравнению с тритием 3H (8,5 МэВ, ~ 3 МэВ/нуклон) и гели-
ем 4He (28 МэВ, ~ 7 МэВ/нуклон), а также быстрый выход удельной энергии 
связи с ростом A на насыщение, казалось бы, хорошо подходит описание меж-
нуклонного взаимодействия узким и глубоким потенциалом. Действительно, в 
этом случае каждый нуклон взаимодействует только с несколькими ближай-
шими соседями, которые и будут определять его энергию связи. Поэтому энер-
гия связи, приходящаяся на один нуклон, не будет зависеть от A и будет посто-
янна (насыщение), как в жидкости или твердом теле. 

Однако, как указал Е. Вигнер (см., например, работу [49]), явление насы-
щения приводит еще к некоторым важным ограничениям на свойства ядерных 
сил между нуклонами. Например, данное взаимодействие не может иметь всю-
ду характер притяжения. В этом случае не было бы насыщения, все частицы 
стремились бы слиться, взаимно проникая друг в друга (коллапс). Объем ядра 
не увеличивался бы с ростом A, а энергия связи ядра была бы пропорциональна 
числу связей между всеми частицами, т. е. Eсв ~ A(A – 1)/2 ~ A2, а не A, как это 
следует из опыта. Для объяснения насыщения следует предположить еще и 
наличие отталкивания нуклонов на малых расстояниях, т. е. твердой сердцеви-
ны (кора) внутри нуклона. Только в этом случае объем ядра будет возрастать 
~ A, а энергия связи на один нуклон выйдет на насыщение.  

Основную информацию о сильных нуклон-нуклонных взаимодействиях 
получают из опытов по рассеянию нейтронов и протонов на протонах в широ-
ком диапазоне энергий. По сечениям и угловым распределениям восстанавли-
вают вид потенциала. Такой анализ не совсем однозначен, но он позволил уста-
новить основные свойства потенциала. В частности, было установлено, что 
ядерные взаимодействия в системах «нейтрон – протон», «протон – протон» и 
«нейтрон – нейтрон» одинаковы с большой степенью точности, т. е. ядерные 
силы зарядово-независимы. Приблизительная радиальная зависимость нуклон-
нуклонного потенциала указана на рис. 13.3. 

Рис. 13.3. Поведение нуклон-нуклонного 
потенциала в зависимости от расстояния 
между нуклонами   
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Это в основном короткодействующий потенциал притяжения типа 
Юкавы, обусловленный обменом π-мезонами. На очень малых расстояниях 
(r < rc ~ 0,5 фм) притяжение переходит в отталкивание – кор (сердцевина). 
Можно сказать, что радиус кора является своеобразной границей между ядер-
ной физикой и квантовой хромодинамикой, где существенной становится квар-
ковая структура нуклонов и π-мезонов, да и само понятие нуклон-нуклонного 
потенциала теряет смысл. 

13.6.2. Ядерные  оболочки 

Из-за сильного взаимодействия между нуклонами можно говорить о состо-
яниях всего ядра в целом, а не о состояниях отдельных нуклонов. Однако для 
объяснения многих свойств ядер очень полезным приближением оказалась так 
называемая оболочечная модель ядра, в которой состояния ядра описываются 
через одночастичные состояния отдельных нуклонов, которые движутся в 
среднем поле, создаваемом всеми остальными нуклонами. Такое поле напоми-
нает самосогласованное поле, действующее на электрон в атоме, однако в атоме 
основной вклад в среднее поле вносит само атомное ядро. Из-за большой массы 
ядра, по сравнению с массой электронов, положение ядра можно считать фик-
сированным, а самосогласованное поле определенным в пространстве. Кроме 
того, в достаточно тяжелых атомах с хорошей точностью можно пренебречь 
остаточными взаимодействиями между электронами и считать их независимо 
движущимися в среднем поле. Действительно, поскольку в этом случае основ-
ная часть взаимодействия между электронами учтена в среднем поле, то в нем 
будут двигаться почти независимые, но уже не электроны, а некие квазиэлек-
троны, между которыми действуют лишь малые остаточные взаимодействия. 
Ими в большинстве случаев можно пренебречь. 

Для короткодействующих же ядерных сил при отсутствии выделенного 
центра эту модель трудно обосновать, поскольку невозможно свести все пар-
ные силы между нуклонами к среднему полю, в котором движутся независимые 
нуклоны. Строго говоря, это также уже будут не нуклоны, а некоторые почти 
невзаимодействующие между собой квазичастицы, причем роль остаточных 
взаимодействий (не учтенных в среднем поле) между этими квазичастицами 
может быть довольно велика.  

Несмотря на эти трудности, такая модель независимых частиц благодаря 
своей простоте рассматривалась с начала развития ядерной физики. И причина 
в следующем. Как мы видели, в атомной физике очень сильно влияние запол-
нения электронных оболочек на свойства атомов, особенно это ярко проявляет-
ся в устойчивости заполненных оболочек благородных газов.  

Аналогично, хотя и не столь выраженно, проявляется особая устойчивость 
ядер, содержащих определенное число нейтронов, протонов или тех и других, 
что было замечено Бартлетом (1932) и Эльзассером (1933) практически сразу 
после открытия нейтрона (Чедвик, 1932) и появления идеи о протон-
нейтронном строении ядра (Иваненко, Гейзенберг, 1932). Особую стабильность 
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α-частицы и ядер 12C и 16О можно заметить из рис. 12.2 при сравнении их энер-
гий связи с энергиями связи соседних ядер; аналогичные, хотя и менее количе-
ственные аргументы указывают на особую стабильность ядер, для которых 
число нейтронов N или число протонов Z (или оба этих числа) имеют значения 
2, 8, 20, 28, 50, 82 и 126.  

Эти числа были названы магическими; проявление «магичности» можно 
обнаружить при тщательном исследовании разнообразных свойств ядер. 
В частности, число стабильных изотопов при данном значении Z является 
наибольшим для Z = 50 (изотопы олова), а число стабильных ядер, имеющих 
данное число нейтронов N = А – Z, является наибольшим при N = 82. Хотя аб-
солютная распространенность ядер в природе не полностью понята до сих пор, 
но распространенность таких элементов, как Zr (50 нейтронов), Sn (50 прото-
нов), Ва (82 нейтрона) и Pb (82 протона, 126 нейтронов – дважды магическое 
ядро), выше соседних элементов. Энергия связи последнего нейтрона настолько 
мала в 87Kr (51 нейтрон) и 137Хе (83 нейтрона), что эти ядра, образуясь при 
β-распаде радиоактивных продуктов деления ядра урана, испускают нейтроны 
из возбужденных состояний и являются двумя наиболее известными излучате-
лями так называемых запаздывающих нейтронов среди продуктов деления. 

У. Эльзассер попытался понять стабильность магических ядер, предпола-
гая, что нуклоны, подобно электронам в атоме, движутся независимо друг от 
друга в потенциальной яме. Однако он смог объяснить только три первых ма-
гических числа: 2, 8 и 20. И только в 1949 г. (М. Гепперт-Майер, И. Йенсен) 
была найдена специальная схема, которая сделала модель независимых частиц 
столь успешной, что с ее помощью оказалось возможным предсказывать боль-
шинство свойств нескольких первых состояний почти для каждого ядра. 

13.6.2. Средний потенциал взаимодействия нуклона с ядром 

При низких энергиях относительного движения нуклонов кор можно не 
учитывать и аппроксимировать нуклон-нуклонный потенциал только фено-
менологическим короткодействующим притягивающим взаимодействием 
v(r1 – r2). Тогда можно ввести средний потенциал взаимодействия нуклона с 
ядром по аналогии с электрическим потенциалом: 

3( ) ( )ρ( ) ,′ ′ ′= −∫V d rr r r rv (13.50) 

где ρ(r) – распределение плотности нуклонов в ядре. Этот средний потенциал 
достаточно детально изучен экспериментально и хорошо аппроксимируется так 
называемым феноменологическим потенциалом Вудса – Саксона (рис. 13.4), 
который имеет вид  

0( ) ,
1 exp N

VV r
r R

a

= −
− +  

 

    (13.51) 
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где V0 – глубина потенциала; V0 = 40–50 МэВ (при A > 100), V0 = 30–40 МэВ (ес-
ли A = 40–100) и V0 = 20–30 МэВ (A < 40); а – параметр диффузности (ширина 
границы ямы).  

В силу короткодействия нуклон-нуклонного потенциала нуклон-ядерный 
потенциал практически повторяет (с обратным знаком) распределение плотно-
сти нуклонов в ядре (рис. 13.5). 

Рис. 13.5. Экспериментальное распределение плотности нуклонов в ядрах  
изотопов меди и золота (слева); потенциал Вудса – Саксона для ядра меди (справа) 

В простейших оболочечных моделях сферических ядер потенциал V(r) для 
легких ядер аппроксимируют потенциалом трехмерного изотропного гармони-
ческого осциллятора либо для тяжелых ядер прямоугольной потенциальной 
ямой.  

Рис. 13.4. Потенциал Вудса – Саксона для 
ядра с массовым числом A = 208 при 
а = 0,65 Фм, RA = 7,1 Фм 
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Осцилляторный потенциал выбирается в виде 
2 2

osc 0 0
1( ) ,
2

= − + µωV r V r  

где V0 – глубина ямы (рис.13.6); µ – приведенная масса нуклона и ядра; ω0 – ча-
стота осциллятора. Радиус ядра при этом определяется из условия 

2 2
osc 0 0( ) / 2 0,= − + µω =N NV R V R т. е. 

1/3 0
0

0

21 ,N
VR r A= =

ω µ
так что 

1/3 1/30 0
0 2 2

0

 
2 2 164,5 МэВ.− −ω = = ⋅
µ µ





V VcA A
r c c

При V0 ≈ 30 МэВ – ħω0 ≈ 41 ⋅ A–1/3 МэВ, при V0 ≈ 50 МэВ – ħω0 ≈ 54 ⋅ A–1/3 МэВ. 
При A = 20 V0 ≈ 30 МэВ, ħω0 ≈ 15 МэВ, при A = 200 V0 ≈ 50 МэВ, ħω0 ≈ 9 МэВ.  

Как мы видели, для трехмерного осциллятора спектр энергетических уров-
ней эквидистантный и определяется главным квантовым числом Λ: 

EΛ = ħω0 (Λ + 3/2), 
где Λ = 2n + l; n и l – радиальное и орбитальное квантовые числа. 

Степень вырождения уровней определяется (см. соотношение (11.117) и 
табл. 11.1) выражением 

( )( )2 1
.

2
wΛ

Λ + Λ +
=        (13.52) 

Кроме того, поскольку нуклоны обладают спином ½, добавляется вырождение 
по двум проекциям спина нуклона и в силу зарядовой независимости ядерных 
сил по двум зарядам нуклона (это есть основание приписать нуклону еще и так 
называемый изоспин, равный ½, с проекциями ±½), так что суммарная степень 
вырождения учетверяется. В результате, согласно принципу Паули, на каждом 

Рис. 13.6. Потенциал и уровни трехмер-
ного изотропного осциллятора для ядра 
с A ≈ 150, V0 = 50 МэВ, ħω0 ≈ 10 МэВ  
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уровне с квантовыми числами nlm (m – проекция орбитального момента) могут 
располагаться четыре нуклона: два протона и два нейтрона с противоположно 
направленными проекциями спинов. Однако, поскольку между протонами дей-
ствуют кулоновские силы отталкивания, для них средний потенциал является 
менее глубоким по сравнению с нейтронным. Поэтому вырождение по проек-
циям изоспина снимается кулоновским полем, а протоны и нейтроны рассмат-
риваются независимо в своих несколько отличающихся потенциалах 
(рис. 13.7). На этом рисунке показаны полностью заполненные нейтронная и 
протонная оболочки дважды магического ядра 16O в приближении осциллятор-
ного потенциала. 

В соответствии с рис. 13.6. на уровне 1s размещены два протона и два 
нейтрона, а на уровне 1p – по шесть протонов и нейтронов. Таким образом, за-
полнением оболочек объяснятся магические числа 2 и 8. На самом деле потен-
циал ядра отличается от осцилляторного, поэтому следующие более высокие 
уровни расщепляются по l, поскольку нуклоны в состояниях с разными l кон-
центрируются на разных расстояниях от центра и находятся в потенциалах, по-
разному отличающихся от осцилляторного.  

Это расщепление, однако, существенно меньше расстояния между уровня-
ми, так что сохраняется оболочечная структура уровней. Ядерные оболочки по-
этому обозначают по уровням гармонического осциллятора: 1s-оболочка, 1p-
оболочка, 1d2s-оболочка и т. д. Подоболочками называют одночастичные уров-
ни, входящие в состав оболочек, например 1d- или 2s-подоболочки (рис. 13.8).  

На этом рисунке для сравнения приведены уровни для потенциалов гармо-
нического осциллятора, прямоугольной ямы и промежуточного варианта типа 
Вудса – Саксона. Числа в квадратных скобках, казалось бы, и должны быть ма-
гическими, однако, как видим, только первые три из них совпадают с экспери-
ментальными (которые равны 2, 8, 20, 28, 50, 82 и 126), причем независимо от 
вида среднего потенциала. Весь набор магических чисел удалось объяснить 
Марии Гепперт-Майер и Йоханнесу Йенсену (см., например, работы [50, 51]) 
путем добавления к среднему потенциалу так называемого спин-орбитального 
взаимодействия, о котором речь пойдет ниже.  

Рис. 13.7. Схематическое изображение 
потенциалов для протонов и нейтронов и 
размещение их по оболочкам для дважды 
магического ядра 16O. Полностью запол-
нены две нижние оболочки. Вырождение 
уровней и их заполнение показано в при-
ближении осцилляторных потенциалов 
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Рис. 13.8. Энергетические уровни для потенциалов гармонического осциллятора, 
Вудса – Саксона и прямоугольной ямы. В квадратных скобках приведено полное 
число протонов или нейтронов на всех полностью заполненных оболочках, включая 
данную; в круглых – кратность вырождения уровня с данным l, равное 2(2l + 1), 
      т. е. число нуклонов определенного типа в данной заполненной подоболочке 

13.6.3. Спин-орбитальное взаимодействие в атоме 

Вид оператора спин-орбитального взаимодействия, как мы отмечали (см. 
равенство (5.76)), может быть найден из самых общих соображений. Этот опе-
ратор в нерелятивистской теории должен быть скалярной величиной, инвари-
антной относительно вращений н пространственных отражений, составленной 
из операторов, характеризующих движение частицы в потенциальном поле, т. е. 
спина s, импульса р и скалярной потенциальной энергии V(r). Поскольку р – 
полярный вектор, a s – аксиальный вектор, то единственным возможным скаля-
ром будет скалярное произведение двух аксиальных векторов: s и векторного 
произведения полярных векторов (grad V) × p: 

( )SO ˆ ˆgrad .= ×  V B Vs p

Учитывая, что в центрально-симметричном поле 

grad ,VV
r r

∂
=

∂
r
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получаем 

[ ]SO
1 1 ˆˆ ˆ ˆ ,∂ ∂

= × =
∂ ∂
V VV B B

r r r r
s r p sL      (13.53) 

где [ ]ˆ ˆ= ×L r p  – оператор орбитального момента; ˆ / 2=s σ  – спинового мо-
мента. 

Следует заметить, что в формулу (13.53) входит истинная потенциальная 
энергия взаимодействия данного нуклона со всеми остальными нуклонами, а не 
усредненная типа  (13.51), которая плавно зависит от r. 

Такое спин-орбитальное взаимодействие для электрона в центрально-
симметричном электростатическом поле появляется как релятивистская по-
правка, связанная с движением электрона в этом поле. 

Действительно, при движении в кулоновском поле напряженности E со 
скоростью v в системе отсчета, связанной с электроном, на электрон действует 
магнитное поле, индукция которого в первом порядке по v/c равна B = [Е × v]/c. 
Выражая напряженность электрического поля E через градиент потенциа-
ла ϕ(r), можем записать  

grad .∂ϕ
= − ϕ = −

∂r r
rE  

Таким образом, индукция магнитного поля для электрона – 

[ ] [ ]1 1 1 1 1 ,
× ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ

= = − × = − ≡ −
∂ ∂ ∂



c mc r r mc r r mc r r
E v

B r p M L     (13.54)

где M = ħL – орбитальный момент количества движения электрона. Поскольку 
электрон обладает собственным магнитным моментом, связанным со спином и 
зарядом (см. соотношение (10.127)), 

, ,
2 2e e B
eg
mc

 = = −µ = − = 
 

σμ s σ σ s

             (13.55) 

где e – абсолютная величина заряда электрона, то и возникает дополнительное 
взаимодействие его магнитного момента с магнитным полем (13.54). Это и есть 
спин-орбитальное взаимодействие, его оператор для электрона принимает вид 

 
2 2

SO 2 2 2 2

1 1ˆ ˆˆ .
2

∂ϕ ∂ϕ
= − = − = −

∂ ∂
 E

e
e eV
m c r r m c r r

μ B σL sL       (13.56а) 

Однако существует еще одна релятивистская поправка Томаса (томасовская 
половинка), которая уменьшает энергию взаимодействия (13.56а) вдвое. Она 
следует из релятивистской теории Дирака для заряженных частиц со спи-
ном 1/2. Так что окончательно выражение для энергии спин-орбитального вза-
имодействия электрона имеет вид 
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2 2

SO 2 2 2 2

1 1ˆ ˆˆ ,
4 2

E e eV
m c r r m c r r

∂ϕ ∂ϕ
= − = −

∂ ∂
σL sL 

      (13.56б) 

(знак «минус» здесь соответствует отрицательному знаку заряда электрона). 
Таким взаимодействием в теории атома объясняется наблюдаемая в опти-

ческих спектрах атомов так называемая тонкая структура спектральных линий 
и, соответственно, тонкая структура атомных уровней, когда каждый уровень с 
l ≠ 0 расщепляется на два со спинами, направленными по или против орбиталь-
ного момента L. Действительно, вводя полный момент электрона в состоянии с 
заданным l, как j = s + L, для оператора квадрата полного момента будем иметь 
j2 = s2 + L2 + 2(sL), откуда для оператора скалярного произведения – 

( ) 2 2 2ˆˆ ˆˆ ˆ2 .= − −sL j L s

Переходя к собственным значениям этого оператора в состоянии с заданным j, l 
и s =1/2, получаем 

( ) ( ) ( ) ( )
, 1/232 1 1

1 , 1/2.4
= +

= + − + − = − + = −

l j l
j j l l

l j l
sL   (13.57) 

Полный момент электрона в атоме может принимать два значения j = l ± ½, 
так что средние значения спин-орбитального взаимодействия в состояниях с за-
данным l и разными j (смещения подуровней с разными j относительно невоз-
мущенного положения) будут 

( )SO

, 1/2 ,
1 , 1/2 ,

+
± ± ±

−

− = + ≡
∆ = =  + = − ≡

EE E

E

A l j l j
E j V j

A l j l j
  (13.58) 

где 
32 2

2 2 3

1 для .
4 4

∂ϕ
= = ϕ = −

∂
ce

E
e e eA
m c r r c r r





           (13.59) 

Таким образом, происходит так называемое тонкое расщепление уровня с 
заданным l на два подуровня с разными j (снимается вырождение по полному 
моменту электрона), величина этого расщепления 

( )2 1 .E E E
EE E E A l+ −∆ = ∆ − ∆ = +  (13.60) 

В физике атома его величину можно рассчитать. Она с очень хорошей точно-
стью совпадает с наблюдаемой, и гораздо меньше расстояний между оболочка-
ми, поэтому расщепление и называется тонким, а константа α = e2/ћc ≈ 1/137, 
характеризующая величину AE, получила название постоянной тонкой струк-
туры.  

С учетом тонкого расщепления состояния с определенной энергией, опре-
деленным орбитальным моментом l и полным моментом j (и соответствующие 
оболочки и подоболочкии) будут обозначаться как nlj, т. е., например, 1s1/2; 
2s1/2, 2p1/2, 2p3/2; 3s1/2, 3p1/2, Зр3/2, 3d3/2, 3d5/2 и т. д. 
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13.6.3. Спин-орбитальное взаимодействие нуклонов в ядре 

Итак, выше мы убедились, что выбор более реальной радиальной зависи-
мости для потенциала среднего поля (по сравнению с осцилляторным потенци-
алом) не привел к правильным числам заполнения оболочек (магическим чис-
лам). Следовательно, нужно ввести такое дополнительное взаимодействие, ко-
торое расщепило бы вырожденные состояния гармонического осциллятора. По-
этому при построении оболочечной модели ядра было сделано предположение 
о существовании достаточно сильного спин-орбитального взаимодействия для 
нуклонов в ядре вида (13.53) 

[ ]SO
1 1 ˆˆ ˆ ˆ .∂ ∂

= × =
∂ ∂

N V VV
r r r r

s r p sL      (13.61) 

Константу B из равенства (13.53) мы отнесли к потенциалу V взаимодей-
ствия нуклона с остальными нуклонами ядра. В результате получаем сдвиги 
ядерных уровней, аналогичные выражению (13.58): 

( )SO

, 1/2 ,
1 , 1/2 ,

+
± ± ±

−

= + ≡
∆ = = − + = − ≡

NN N

N

A l j l j
E j V j

A l j l j     (13.62) 

где 
1 .
2N

VA
r r

∂
=

∂  (13.63) 

Величина расщепления ( )2 1 .N
NE A l∆ = +  

Поскольку явный вид потенциала V(r) неизвестен, величину АN приходится 
подбирать из экспериментальных данных. Наблюдаемые расщепления состоя-
ний с данными l и j = l ±1/2 показывают, что величина энергии расщепления по 
порядку величины (см., например, работу [51])  

( ) ( )2/3 МэВ2 1 10 2 1 .−
+ −∆ = ∆ − ∆ = + ≈ − +N N N

NE E E A l A l        (13.64) 
Это выражение имеет следующий простой физический смысл: радиальная про-
изводная потенциала в выражении (3.63) отлична от нуля (имеет резкий макси-
мум) только вблизи границы ядра, поэтому среднее (3.63) определяется ради-
альной плотностью нуклонов на его поверхности, а эта плотность обратно про-
порциональна площади поверхности ядра, т. е. ~ A–2/3.    

Изменение энергетического спектра после введения спин-орбитального 
взаимодействия показано на рис. 13.9. Поскольку спин-орбитальное расщепле-
ние для состояний с большими орбитальными моментами l может быть сравни-
мо с расстояниями между оболочками (рис. 13.9), то оно играет существенную 
роль при формировании оболочек. Предположение о существовании сравни-
тельно большой спин-орбитальной части в потенциале среднего поля подтвер-
ждено большим числом экспериментальных фактов. К ним относится, напри-
мер, расщепление уровней с данным l по полному моменту j = l ± 1/2, что осо-
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бенно четко проявляется у ядер, у которых имеется один нуклон сверх замкну-
той оболочки. 

Рис. 13.9. Схема одночастичных уровней со спин-орбитальным взаимодействием. 
Слева даны схемы уровней для потенциалов гармонического осциллятора 
и Вудса – Саксона без VSO; затем – со спин-орбитальным расщеплением; числа 
справа – сначала приведены числа нейтронов (протонов) в подоболочках, затем – 
полное число частиц со дна ямы до данной подоболочки включительно и, наконец, 

            числа заполнения оболочек (магические числа) 
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Из рисунка 13.9 видно, что после введения спин-орбитальной части в по-
тенциал среднего поля структура первых трех оболочек с малыми l практически 
не меняется, поэтому первые три магических числа остаются неизменными, для 
более высоких оболочек числа их заполнения существенно изменяются. В ре-
зультате получается весь набор магических чисел: 2, 8, 20, 28, 50, 82 и 126, сов-
падающий с наблюдаемым. Здесь мы используем термин оболочка для сово-
купности близких состояний, расположенных между магическими числами 
(которые разделены достаточно большими интервалами), и подоболочка – для 
обозначения вырожденных по проекциям полного момента состояний внутри 
оболочки, характеризуемых числами nlj. Например, четвертая оболочка, распо-
ложенная между числами нейтронов (протонов) от 50 до 82, состоит из следу-
ющих подоболочек: 1g7/2, 2d5/2, 2d3/2, 3s1/2, 1h11/2. Следует отметить, что в гар- 
моническом потенциале со спин-орбитальной частью оболочки определены 
однозначно. Однако порядок расположения подоболочек внутри оболочки 
неоднозначен и зависит от константы спин-орбитального взаимодействия. 

Мария Гепперт-Майер и Иоганнес Йенсен за объяснение магических чисел 
были удостоены Нобелевской премии по физике (1963) с формулировкой: «за 
открытия, касающиеся оболочечной структуры ядра», которую они разделили с 
Юджином Вигнером. Он получил вторую половину премии «за вклад в теорию 
атомного ядра и элементарных частиц, особенно с помощью открытия и при-
менения фундаментальных принципов симметрии». 

13.7. Электроны в кристаллической решетке. Одномерный случай 

Наше понимание поведения электронов в кристаллических решетках зна-
чительно продвинулось вперед благодаря идее Ф. Блоха [28], которая основана 
на предположении, что взаимодействие данного электрона с другими частица-
ми кристалла в первом приближении может быть заменено периодическим по-
тенциальным полем. Рассмотрим, например, одномерную линейную цепочку из 
N атомов. Потенциал этой цепочки для электрона можно приближенно пред-
ставить в виде, изображенном на рис. 13.10а. Более упрощенная картинка изоб-
ражена на рис. 13.10б, где потенциальные ямы заменены промежутками сво-
бодного движения, разделенными барьерами. В каждой яме (или промежутке 
между барьерами) может находиться электрон в связанном состоянии с энерги-
ей E. Таких состояний ровно N по числу ям. В них можно разместить N элек-
тронов с энергией E, т. е. одночастичное состояние с энергией E в такой цепоч-
ке является N-кратно вырожденным (если барьеры между ямами абсолютно 
непроницаемы). Сближение потенциальных ям приводит к туннельному пере-
мещению электрона между ямами и вызывает расщепление каждого энергети-
ческого уровня (если их в яме несколко) одиночной ямы на N подуровней. 
Множество подуровней называется зоной.  
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Рис. 13.10. Замена реалистичного периодического потенциала: а – цепочкой прямо-
угольных ям; б – шириной a, разделенных барьерами шириной b и высотой V0 

Зонная теория кристаллов лежит в основе современной физики твердого 
тела. Ее принципы были заложены в работах Феликса Блоха, Леона Бриллюэна 
и Рудольфа Пайерлса [28, 52, 53] в 1928–1930 гг. Задачу о движении электрона 
в прямоугольном периодическом потенциале (см. рис. 13.10б), моделирующем 
кристаллическую решетку, решили в 1931 г. Ральф де Крониг и Вильям Георг 
Пенни [54]. Эта одномерная модель кристалла (модель Кронига – Пенни) оказа-
лась очень полезной для понимания сути квантовой (зонной) теории твердого 
тела. 

13.7.1. Модель Кронига – Пенни 

Теорема Блоха позволяет при некоторых упрощающих предположениях 
аналитически решить задачу об электроне в периодическом поле кристалличе-
ской решетки. Основная трудность в решении уравнения Шредингера связана с 
невозможностью точно записать вид функции потенциальной энергии V(r). По-
этому часто периодическую зависимость функции V(r) заменяют более простой 
функцией с точно таким же периодом.  

В модели Кронига – Пенни ограничиваются рассмотрением одномерной 
задачи (цепочки атомов), в которой периодический потенциал заменяется це-
почкой прямоугольных потенциальных ям (см. рис. 13.10б). Ширина каждой 
ямы – а, они отделены друг от друга прямоугольными потенциальными барье-
рами высотой V0 и шириной b. Период повторения ям d = а + b. Мы же, следуя 
работе [55], еще более упростим задачу: устремим высоту барьера к бесконеч-
ности, а его ширину – к нулю, оставив конечным произведение V0b, т. е. пло-
щадь барьера. Тем самым мы получили одномерную решетку с периодом d = a, 
в узлах которой находятся δ-образные барьеры для электрона (рис. 13.11). По-
тенциальную энергию такой бесконечной решетки можно записать в виде, ана-
логичном (3.49), 
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( ) ( ) ( )
2 2

2 .
∞ ∞ ∞

= −∞ = −∞ = −∞

 = δ − ≡ β δ − = β δ − 
 

∑ ∑ ∑ 

n n n

xV x G x nd x nd n
md md d  (13.65) 

Здесь G = V0b, ħ2/(md2) – параметр с размерностью энергии (имеет порядок 
энергии основного состояния в ящике с непроницаемыми стенками размером d, 
в частности для электрона в кристалле с d ~10–8 см ħ2/(md2) = (λce/2πd)2mc2 ~ 
~ 7 эВ); β – безразмерный параметр, характеризующий степень непроницаемо-
сти барьера: β = 0 – барьер отсутствует (абсолютная проницаемость) и β = ∞ – 
абсолютная непроницаемость барьера; m – масса свободного электрона; d – по-
стоянная решетки. 

Рис. 13.11. Одномерная решетка из δ-функций 

Стационарное уравнение Шредингера запишем в виде 

( ) ( ) ( )
2

2 2

2 0
ψ

+ − ψ =  


d x m E V x x
dx    (13.66) 

или, если ввести волновой вектор k по формуле E = ħ2k2/2m, 

( ) ( ) ( )
2

2
2

2 0.
∞

= −∞

 ψ β
+ − δ − ψ = 

 
∑

n

d x
k x nd x

dx d       (13.67) 

Исходя из теоремы Блоха (5.57), решение ищем в виде бегущей волны 
exp(iqx), модулированной периодической с периодом d функцией f(x): 

( ) ( ) ,iqxx f x eψ =                                      (13.68)
f(x) = f(x + Nd). Из равенства (13.68) имеем 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

,

.

iqx iqNd iqNdx Nd f x e e e x

x Nd x

ψ + = = ψ

ψ + = ψ    (13.69) 

Таким образом, электрон обнаруживается в пределах каждого периода ре-
шетки с одинаковой плотностью вероятности. 

В интервале 0 < x < d уравнение (13.67) имеет вид 

( ) ( )
2

2
2 0,

d x
k x

dx
ψ

+ ψ =        (13.70) 
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его общее решение – 
( )2 1 2 .ikx ikxx c e c e−ψ = +   (13.71) 

Для –d < x < 0 находим ψ1(x) с помощью равенств (13.69), полагая N = 1: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1

1 2 1 2

,

.

iqd

ik x d ik x diqd iqd

x d e x

x e x d e c e c e+ − +− −

ψ + = ψ

ψ = ψ + = +      (13.72) 

Сшиваем ψ1(x) и ψ2(x) в точке x = 0. Условие непрерывности волновой функции 
ψ1(0) = ψ2(0) дает  

( )1 2 1 2 .iqd ikd ikdc c e c e c e− −+ = +              (13.73) 

Производная в точке x = 0 терпит скачок, определяемый выражением (3.5): 

( ) ( )2

2 2( ) ( ) 0 0β′ ′ψ +ε − ψ −ε = ψ = ψ


mG
d (13.74) 

или 

( )2 1
2(0) (0) 0 ,
d
β′ ′ψ − ψ = ψ (13.75) 

откуда получаем 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
2 .iqd ikd ikdik c c e c e c e c c
d

− − β − − − = +      (13.76) 

В результате мы имеем систему двух линейных однородных уравнений для 
нахождения амплитуд c1 и с2, которую перепишем в виде 

( )( ) ( )( )
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1 2
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          (13.77) 

Условием разрешимости этой системы является равенство нулю ее опре-
делителя: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 21 1 1 1 0− − + − + −β β   − − − + − − + =   
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откуда следует 
2 sin 0− − β

− + − − =iqd ikd ikd iqde e e e kd
kd

и окончательно 

cos cos sin .qd kd kd
kd
β

= + (13.78) 

В результате получили дисперсионное соотношение, которое связывает 
энергию электрона в кристалле E = ħ2k2/2m c его квазиимпульсом ħq, который 
для бесконечной цепочки принимает непрерывные значения. Это есть транс-
цендентное уравнение для нахождения величины kd, определяющей энергию 
электрона по заданному qd. 

Левая часть соотношения (13.78) ограничена |cos qd| ≤ 1, тогда правая сто-
рона должна удовлетворять неравенству 

cos sin 1.kd kd
kd
β

+ ≤ (13.79) 

Области значений kd, удовлетворяющие неравенству (13.79), называются раз-
решенными зонами с номерами n = 1, 2… и обозначены отрезками жирной ли-
нии на рис. 13.12. Между ними находятся запрещенные зоны. В разрешенных 
областях уравнение (13.78) имеет решения. На рисунке 13.12 изображена функ-
ция F(kd), представляющая правую часть этого уравнения при β = 7, пересекае-
мая прямыми F(kd) = ±1. 

Рис. 13.12. Разрешенные области значений kd (разрешенные энергетические зоны), 
при которых удовлетворяется уравнение (13.78), лежат на оси kd (отрезки жирной 
линии) между точками пересечения кривой F(kd) прямыми линиями на расстоя- 

             нии ±1 от оси абсцисс 

При увеличении k (т. е. энергии частицы) ширина разрешенных зон (по k 
или по энергии) увеличивается, а запрещенных – сужается. Ширины разрешен-
ных зон по величине k становятся одинаковыми и равными ∆k = π/d (расстояние 
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между соседними точками, в которых cos kd = ±1), ширины же запрещенных 
зон стремятся к нулю.  

Для конечной цепочки длиной L = Nd из N атомов нужно определить гра-
ничные условия на ее границах. Как мы уже отмечали, для большой длины це-
почки они мало влияют на внутреннее решение, поэтому обычно используют 
условие цикличности (условие Борна – Кармана (2.56)), которое в нашем случае 
выглядит так: 

( ) ( ) ( )или   ,+ψ + = ψ =iq x L iqxx L x e e       (13.80) 

которое выполняется при qL = qNd = 2πn, где n – целые числа. 
Таким образом, в конечной цепочке q принимают дискретные значения 

q = 2πn/Nd и разница между ближайшими значения равна ∆q = 2π/Nd, поэтому 
каждая разрешенная зона имеет квазинепрерывный спектр, обусловленный ко-
нечной протяженностью кристалла (при L ~ 1 мм расстояние между уровнями 
∆Е ~ 10–20 эВ), который содержит N дискретных (близко расположенных) под-
уровней, отвечающих разным q и, соответственно, k. 

Устремление L = Nd к бесконечности приводит к непрерывному спектру q, 
в этом случае и допустимые значения kd (а следовательно, и энергий E) непре-
рывно заполнят участки оси kd, изображенные жирными линиями. Таким обра-
зом, энергетический спектр электронов, движущихся в периодической решетке, 
имеет зонную структуру. Он состоит из непрерывных разрешенных зон, разде-
ленных конечными интервалами (запрещенными зонами). 

Спрашивается, как влияет величина β на этот спектр. Если β устремить к 
нулю, то кривая на рис. 13.12 переходит в cos ka, решением является k = q, за-
прещенные интервалы исчезают, и мы имеем единый непрерывный спектр всех 
значений энергии от 0 до ∞, причем и полная энергия электрона определится 
как  

2 2 2 2

.
2 2

k qE
m m

= =
 

Это предельный случай свободных электронов. 
Увеличение β приводит к появлению запрещенных энергетических зон, 

однако отношение ширины этих зон к ширине соседних разрешенных участков 
уменьшается с ростом kd (т. е. энергии электрона). В результате при kd >> β 
(приближение слабой связи) опять имеем практически свободный электрон. 
Можно сказать, что, поскольку быстрые электроны легче преодолевают потен-
циальные барьеры, чем медленные, они являются почти свободными.  

Устремление β к бесконечности (приближение сильной связи) уменьшает 
разрешенные участки на оси kd до точек kd = nπ (n = ±1, ±2…). Энергетический 
спектр электронов становится дискретным со значениями энергии, равными  

2 2 2 2 2

2 ,
2 2

n
n

k nE
m md

∞ π
= =
 

(13.81) 
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которые в точности совпадают с энергиями электрона, заключенного между 
двумя непроницаемыми потенциальными барьерами на расстоянии d друг от 
друга. Электрон зажат между потенциальными стенками, его движение финит-
но (он связан в отдельной яме), и его энергетический спектр дискретен.  

Туннелирование сквозь барьеры в соседние ямы и приводит к возможности 
распространения электрона по всему кристаллу (т. е. инфинитному движению), 
в результате чего появляются зоны непрерывного спектра (для конечного кри-
сталла квазинепрерывного). 

Таким образом, при конечном значении β каждый дискретный уровень 
расщепляется на конечное число подуровней, равное числу потенциальных ям, 
которое равно числу N атомов, расположенных в узлах кристаллической ре-
шетки. Эти уровни образуют зону, которая при N → ∞ превращается в зону не-
прерывного спектра. 

Данное утверждение справедливо не только для линейной цепочки атомов, 
но и для общего случая пространственного кристалла. В кристалле точно так же 
каждый энергетический уровень изолированного атома превращается в зону N 
энергетических уровней кристалла (рис. 13.13). Заметим, что, в отличие от рас-
смотренного примера одномерной потенциальной цепочки, в трехмерном случае 
при уменьшении непроницаемости барьера (т. е., например, при сближении ато-
мов) разрешенные зоны могут перекрываться, как указано на рис. 13.13, в одно-
мерной же задаче они только сближаются (ширина запрещенной зоны стремится 
к нулю).  

Рис. 13.13. Схематическое изображение невырожденных электронных уровней 
в атомном потенциале – а; энергетические уровни для N атомов, образующих пери-
одическую решетку, как функции обратного межатомного расстояния – б. Когда 
атомы расположены далеко друг от друга (барьеры почти непроницаемые, малые 
интегралы перекрытия волновых функций соседних атомов), уровни почти вырож-
дены; если же атомы сближаются, проницаемость барьеров увеличивается (большие 

    интегралы перекрытия) и уровни расширяются в зоны 



300

13.7.2. Верхняя граница разрешенной зоны 

Заметим, что из равенства (13.78) и рис. 13.12 следует, что с увеличением k 
переход от разрешенной к запрещенной зоне происходит при sin(knd) = 0 (при-
чем knd ≠ 0) и cos(knd) = ±l, т. е. при  

, 1, 2, 3...= ± π =nk d n n (13.82) 
Из выражения (13.78) следует, что qd = knd + 2πm, где m – целое число, т. е. 

2 ,n nq k m k G
d
π

= + = + (13.83) 

где G = 2πm/d – введенный ранее (см. формулу (9.35)) вектор обратной ре- 
шетки. 

Таким образом, квазиволновой вектор q (и квазиимпульс ħq) отличаются 
от обычного волнового вектора (и импульса) тем, что он определен с точностью 
до вектора обратной решетки, а это связано с тем, что периодическая решетка 
(неоднородная среда) может передавать и принимать импульс, кратный 2πħ/d. 

Тогда из равенств (13.82, 13.83) следует, что с точностью до 2πn/d волно-
вое число kn совпадает с квазиволновым числом q: 

.π
= =nq k n

d (13.84) 

Выражаем волновое число (13.84) через длину волны де Бройля: 

или
2   2 .π π

= λ =
λ n

n

n n d
d (13.85) 

Это есть не что иное, как условие Вульфа – Брэгга для максимума отраженной 
решеткой волны при угле Брэгга, равном 90о, т. е. при отражении назад. Дей-
ствительно, если прямая волна имеет квазиволновой вектор q (см. равен-
ство (13.84)), то отраженная будет обладать квазиволновым вектором:  

q – G = πn/d – 2πn/d = –πn/d = –q. 
Таким образом, на границе между разрешенной и запрещенной зонами мы 

имеем 
.− =q G q (13.86) 

Это условие 2qG = G2, или q = G/2, в точности совпадает с условием (13.85). 
Оно означает, что прямая и отраженная волны имеют одинаковые энергии, 
а следовательно, полностью перемешиваются периодическим потенциалом, что 
и означает появление сильной отраженной волны. Образуются симметричная и 
антисимметричная комбинации прямой и отраженной волн вида 
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~ 2cos 2cos ,

~ 2 sin 2sin .

iqx iqx

iqx iqx

nxe e qx
d
nxe e i qx
d

−
+

−
−

π
ψ + = =

π
ψ − = =

(13.87) 

Следовательно, у верхней границы разрешенной зоны электрон, испыты-
вая брэгговское отражение, не распространяется по кристаллу, поскольку в ре-
зультате интерференции прямой и отраженной волн образуются стоячие вол-
ны (13.87), причем  

2 2

2 2

1 2~ cos 1 cos ,
2
1 2~ sin 1 sin .
2

nx nx
d d
nx nx
d d

+

−

π π ψ = + 
 

π π ψ = − 
 

(13.88) 

В симметричном (четном) состоянии электроны концентрируются вблизи 
ионов. Электростатическое притяжение электрона к иону понижает энергию 
системы по сравнению с равномерным распределением электронов. Аналогич-
но в антисимметричном (нечетном) состоянии электроны концентрируются 
между ионами, энергия повышается. Это состояние принадлежит следующей 
разрешенной зоне. Между ними находится запрещенная зона. 

13.7.3. Приближение сильной связи β >> 1 

При β >> 1, согласно соотношению (13.79), величина kd несколько отлича-
ется от nπ, и мы можем написать 

( ) ( ) ( )
, 1,

cos 1 , sin sin 1 .
n n n

n n
n n n n

k d n

k d k d n

= π + ε ε <<

≈ − = π + ε ≈ − ε (13.89)

Тогда из уравнения дисперсии (13.78) будем иметь 

( ) ( ) ( )cos 1 1 1 1β β = − + − ε = − + ε π π 
n n n

n nqd
n n

и 

( )1 cos 1 , .n
n

n qd nπ  ε = − − β >> π β (13.90) 

С другой стороны, учитываем 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 22 1 1 cos . 
≈ π + ε π = π − + − β β 

n
n nk d n n n qd (13.91)
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Используя связь ( )2 2/ 2 ,n nE k d md=  находим связь энергии электрона с его 
квазиимпульсом: 

( ) ( )2 21 1 cos ,∞  
= − + − β β 

n
n nE qd E qd       (13.92) 

где, согласно равенству (13.81), 2 2 2 2/(2 ).nE n md∞ = π

 

Видим, что каждый n-й уровень с энергией nE∞  превращается в зону раз-
решенных энергий, соответствующих разным значениям q. В частности, для 
первой зоны (n = 1) имеем 

( ) [ ] 2
1 1 1

2 41 1 cos 1 cos .
2

qdE qd E qd E∞ ∞   
= − + = −   β β   

(13.93) 

Аналогичное выражение получается и для всех зон с нечетными номерами. 
Для второй разрешенной зоны (n = 2) 

( ) [ ] 2
2 2 2

2 41 1 cos 1 sin .
2

qdE qd E qd E∞ ∞   
= − − = −   β β   

(13.94) 

Графики дисперсионных кривых (13.93) и (13.94) для первых двух зон 
изображены на рис. 13.14 жирными сплошными линиями. Верхняя граница зо-
ны qd = ±πn касается параболы Ε = ħ2(qd)2/2md2, показанной пунктиром, где 
выполняется условие q = k. Из рисунка 13.14 и выражений (13.92–13.94) не-
трудно видеть, что ширина n-й разрешенной зоны 

( ) [ ]( ) 41 .n n n nE E n E n E∞∆ = π − π − =
β (13.95) 

Она тем меньше, чем больше степень непроницаемости барьера β. 

Рис. 13.14. Графики дисперсионных зависимостей для первых двух зон 
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Ширина запрещенной зоны, или энергетической щели (между n-й и 
(n + 1)-й разрешенными зонами), равна 

( ) ( ), 1 1 1 1
4 .∞ ∞ ∞

+ + + +∆ = π − π = − −
βn n n n n n nE E n E n E E E (13.96) 

Она увеличивается как n при n >> 1 (напомним, что β >> nπ). 
Как мы уже отмечали, появление щели объясняется тем, что при qd = πn 

возникают два типа стоячих волн разной симметрии с разными энергиями. 
Уровень, соответствующий исходной бегущей волне, расщепляется на два 
уровня с отличающимися энергиями, принадлежащих соседним разрешенным 
зонам.  

Заметим, что замена 
2→ ± πqd qd n

не изменяет энергию (13.92) и условие периодичности волновой функ-
ции (13.69). Передвигаем левую и правую ветви зоны 2 на рис. 13.14 соответ-
ственно на ±2π. Результат показан жирной пунктирной кривой. Первая и вторая 
зоны и аналогично другие зоны попадают в интервал (–π ≤ qd ≤ π), называемый 
первой зоной Бриллюэна. Квазиимпульс достаточно рассматривать в пределах 
этой зоны (рис. 13.15) аналогично тому, как это было сделано для фононов. 

Рис. 13.15. Энергия электрона как функция 
квазиволнового числа qd в схеме приведен-
ных зон Бриллюэна. Заштрихованы разре-
шенные области (зоны) энергий. Пунктир-
ными линиями изображен параболический 
закон дисперсии для свободного электрона 
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13.7.4. Электрон в кристалле как квазичастица 

Электрон характеризуется массой m, волновым числом k, импульсом 
p = ħk и скоростью v. Электрон в кристалле можно рассматривать как квазича-
стицу с эффективной массой m*, квазиволновым числом q, квазиимпульсом 
Р = ħq, групповой скоростью V. Скорость квазичастицы и является групповой 
скоростью волны. Импульс электрона изменяется под действием поля решетки 
и внешнего поля. Квазиимпульс же изменяется только внешним полем.  

Групповая скорость V квазичастицы определяется как 

( )
( )

.nn
n

dE qddE dV
dP d qd

= =


Для свободного электрона Е = p2/2m, и групповая скорость v = dE/dp = p/m сов-
падает с классической скоростью частицы. Для квазичастицы из уравне-
ния (13.92) получаем 

( ) ( ) ( )
2

1 122 1 sin 1 sin .+ +∞ π
= − = −

β β




n n
n n

dV qd E qd n qd
md  (13.97) 

Функция показана на рис. 13.16. Около края зон возникают стоячие волны, 
Vn(πn) = 0, и энергия не перемещается по кристаллу. Максимумы скорости до-
стигаются при qd = ±π/2; ±3π/2… 

Рис. 13.16. Групповая скорость квазичастицы в зависимости от квазиимпульса q. 
Она обращаетсяв нуль на границах зон Бриллюэна 

Эффективная масса. Инертная масса определяется на основе второго за-
кона Ньютона: 

11 2

2, .dp d dp d d EF m m
dt dt d dp dp

−−
  

= = = = =   
   

v v
v

Для квазичастицы Ρ = ħq, и для зоны n находим 

( )

1 11 2

2 .n
n

d d d Em
dP d d qd dP

− −−
∗     = = =    

    

n nV V

Около минимума функции En(qd) эффективная масса положительна, около мак-
симума – отрицательна. Рост функции Vn(qd) соответствует положительной 
массе, убывание – отрицательной.  
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Из соотношения (13.97) находим 

( ) ( ) ( )1 12

2 2 2

1 1
.

2 cos cos

+ +
∗

∞

− −β β
= =

π


n n

n
n

m qd m
d E qd n qd      (13.98) 

Графики для первых двух зон показаны на рис. 13.17. Для первой зоны 
(–π ≤ qd ≤ π) – 

( )1 2

1 .
cos

m qd m
qd

∗ β
=

π       (13.99) 

В середине первой зоны с учетом выражения (13.95) для ширины зоны – 

( )
2

1 2 2
1

2 10 0.m m
d E

∗ β
= = >

π ∆


    (13.100) 

Эффективная масса в середине первой зоны обратно пропорциональна ширине 
зоны. У края первой зоны 

( )1 2 0.m m∗ β
π = − <

π    (13.101) 

Рис. 13.17. Эффективная масса частицы в зависимости от ее квазиимпульса 

Если под действием внешней силы F квазиимпульс электрона увеличива-
ется, приближаясь к границе зоны, то усиливается отраженная волна. Импульс, 
приходящий к электрону от решетки, направлен против F и имеет большую ве-
личину, поэтому ускорение направлено против силы, и масса квазичастицы от-
рицательная. Около нижней границы второй зоны |qd| = π из равенства (13.98) 
получаем 

( ) ( )2 12

1 0 .
4 4

m m m∗ ∗β
π = =

π      (113.102) 

Если внешняя сила увеличивает квазиимпульс и электрон удаляется от 
нижней границы второй зоны, то отраженная от решетки и идущая навстречу 
волна ослабевает, и электрон получает дополнительное ускорение в сторону 
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силы. Поэтому масса квазичастицы положительна и меньше, чем ( )1 0 .m∗  При
высокой проницаемости барьера (β << 4π2) эффективная масса гораздо меньше 
массы m свободного электрона. 

13.7.4. Система многих электронов в кристалле 

Чтобы найти распределение электронов по рассмотренным стационарным 
состояниям (зонам) строгим образом нам пришлось бы принять во внимание 
взаимодействие электронов друг с другом, но это привело бы к невероятным 
математическим трудностям. Неумение учитывать взаимодействие электронов 
является главным источником неуверенности в приложениях электронной тео-
рии металлов. В некоторых задачах мы будем в состоянии определить, как бу-
дет влиять электронное взаимодействие, и даже сможем приближенно учесть 
это взаимодействие, но во многих случаях остаются большие сомнения. Итак, 
пока примем, что электроны не взаимодействуют между собой, и будем лишь 
считать, что их средний заряд учтен в нашем определении потенциала. 

Однако мы должны принять во внимание принцип Паули, согласно кото-
рому в одном квантовом состоянии может находиться самое большее два элек-
трона с противоположными спинами. Состояние, соответствующее наимень-
шей энергии всей системы, получается при заполнении NrZ/2 низших состоя-
ний (N – число элементарных ячеек в кристалле, r – число атомов в ячейке, 
а Z – число электронов на атом). Энергию самого высокого состояния мы будем 
обозначать через Emax. 

Тогда возникнут две различные возможности. Либо Emax совпадает с верх-
ней границей одной из энергетических зон, так что эта зона целиком заполнена, 
а следующая за ней совершенно пуста, либо же Emax лежит внутри зоны. 

В первом случае состояние с низшей энергией не будет началом непре-
рывного энергетического спектра для всего кристалла, поскольку оно отделено 
от всех более высоких состояний конечной щелью. Это ясно из того, что невоз-
можно создать никакое другое распределение электронов без перемещения по 
крайней мере одного из них в соседнюю зону, для чего требуется конечная 
энергия. Такое вещество не могло бы реагировать на малое внешнее воздей-
ствие. Например, электроны не могли бы так перераспределиться, чтобы ком-
пенсировать внешнюю разность потенциалов. Поэтому такое вещество должно 
быть изолятором. С другой стороны, если в последней зоне есть свободные со-
стояния, то возникнет возможность перемещения электронов в состояния со 
слегка измененной энергией так, чтобы мог возникнуть ток. Можно так же, 
образуя волновые пакеты, создать неоднородное распределение зарядов. В этом 
случае мы имеем дело с проводником, или металлом. 

Когда на элементарную ячейку приходится один атом, т. е. число состоя-
ний в зоне равно числу атомов, невозможно до конца заполнить какое-либо 
число зон, если число электронов, приходящихся на один атом, не является 
четным. Отсюда можно сделать вывод, что все элементы с нечетными атомны-
ми номерами Z, имеющие решетки с r = 1, должны быть проводниками. 
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На первый взгляд можно было бы ожидать, что справедливо и такое пра-
вило: все четные элементы с r = 1 должны быть неметаллами (изоляторами). 
Однако это неверно, так как зоны могут перекрываться по энергиям 
(рис. 13.13). Для заданного q значения энергий разных зон En(q), вообще говоря, 
различны, однако наибольшее значение En(q) вполне может оказаться выше 
минимума En + 1(q). Это всегда будет иметь место при очень больших энергиях, 
где, как мы видели в одномерном случае, энергетические щели у границы зоны 
всегда очень малы. Поэтому среди элементов с простой структурой преоблада-
ют металлы.  

Изоляторы же чаще встречаются среди более сложных структур, посколь-
ку в этом случае число состояний в зоне уменьшается в r раз и составляет лишь 
1/r-ю часть числа атомов. При этом более вероятно, что верхние зоны будут 
разделены по энергии. 

Нижние по энергии зоны, которые целиком заполнены, могут быть совер-
шенно исключены из рассмотрения, если речь идет о проводимости и анало-
гичных явлениях. Такие зоны включают состояния, соответствующие внутрен-
ним атомным оболочкам. Самая высокая по энергии заполненная зона называ-
ется валентной.  

Частично заполненную верхнюю зону называют зоной проводимости. На 
рисунке 13.18а показана энергетическая схема чистых кристаллов диэлектри-
ков или полупроводников, которые отличаются только шириной запрещенной 
зоны ∆Evc.  

 Рис. 13.18. Энергетические зоны: а – для полупроводников и диэлектриков; 
б – металлов 

В полностью заполненной валентными электронами нижней зоне (валент-
ной зоне) создать направленное движение электронов (электрический ток) не-
возможно, так как ускорение электронов электрическим полем означает пере-
вод их на более высокие свободные уровни, которых в валентной зоне нет.  

Если же валентные электроны получают дополнительную энергию 
Е ~ ∆Evc, например поглотив квант света, то они попадают в свободную зону 
(переход указан стрелкой вверх на рис.13.18а), где легко ускоряются электри-
ческим полем (в зоне проводимости). Одновременно в валентной зоне образу-
ются вакантные уровни (дырки), которые позволяют ускорять электроны и в 
валентной зоне. Даже при наличии только одной дырки в таких переходах бу-
дут участвовать многие электроны, увеличивающие последовательно свою 



энергию, поэтому удобнее следить за движением в зоне дырки, энергия которой 
возрастает при перемещении на энергетической схеме вниз, когда электроны 
увеличивают свою энергию (перемещаются вверх). Дырка является квазичасти-
цей, которой можно приписать определенную массу, скорость, энергию и по-
ложительный заряд, так как она движется в сторону, противоположную движе-
нию электронов.  

Таким образом, при переходах электронов под действием добавочной 
энергии, поставляемой, например, теплом или светом, из валентной зоны в сво-
бодную появляются одновременно электронная и дырочная проводимости. 

С ростом температуры вероятность таких переходов возрастает, число 
электронов и дырок в зонах увеличивается, и электропроводность растет. Пере-
ходам с образованием (генерацией) электронно-дырочных пар сопутствуют об-
ратные переходы (рекомбинация электронов и дырок). В условиях равновесия 
скорость генерации равна скорости рекомбинации, чему будет соответствовать 
некоторая равновесная плотность электронов и дырок. 

Полупроводники и диэлектрики различают лишь по ширине запрещенной 
зоны ∆Evc. Диэлектриками считаются вещества, для которых ∆Evc > 3,5 эВ. При 
такой щели носители заряда практически не образуются. Вещества, имеющие 
ширину щели в пределах 0,1 эВ < ∆Evc < 3,5 эВ считаются полупроводниками. 
К примеру, у германия (Ge) ширина щели равна 0,7 эВ, у кремния (Si) – 1,1 эВ. 
И наконец, вещества, у которых валентная зона перекрывается с зоной прово-
димости (рис.13.18б), образуя общую зону проводимости, называются провод-
никами, такая ситуация характерна для металлов. 
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Глава 14. Рассеяние нейтронов кристаллами. 
Динамическая дифракция 

14.1. Рассеяние нейтронов ядрами. Псевдопотенциал Ферми 

В этой главе обсудим процессы рассеяния нейтронов кристаллами. Они 
более детально, чем в предыдущей главе, проясняют, каким образом в кристал-
ле формируются волны разной симметрии и как образуется щель в спектре ча-
стиц, взаимодействующих с кристаллом в приближении слабой связи. Будем 
рассматривать медленные нейтроны, к которым обычно относят нейтроны с 
энергиями, меньшими 10 кэВ. Эта энергия порядка энергии первого возбуж-
денного состояния ядра, поэтому такие нейтроны могут испытывать только 
упругое рассеяние. У них не хватает энергии, чтобы покинуть ядро, оставив его 
в возбужденном состоянии, т. е. испытать неупругое рассеяние.  

К медленным относят и так называемые тепловые и холодные нейтроны, 
наиболее часто используемые в экспериментах по изучению структуры веще-
ства методами рассеяния. Источниками таких нейтронов являются исследова-
тельские реакторы, на них же и проводятся основные исследования с нейтро-
нами. Замедлителем нейтронов и охладителем активной зоны (где протекает 
цепная реакция деления урана под действием медленных нейтронов с образо-
ванием новых быстрых) в таких реакторах является обычная вода при комнат-
ной температуре, поэтому большая часть нейтронов находится в тепловом рав-
новесии с этой водой. Такие нейтроны и называются тепловыми. Наиболее ве-
роятная скорость движения тепловых нейтронов (для максвелловского распре-
деления по скоростям) при температуре 295 К (22 °С) составляет 2 200 м/с, 
а энергия – 0,025 эВ. Длина волны нейтрона определяется соотношением 
де Бройля 

9

[см]
[эВ] [эВ]

2 2 2,86 10 0,3
2

−π π ⋅
λ = = = ≈

 

nm m n n nv E E E
 [Å]. 

Так что длина волны такого стандартного теплового нейтрона составляет 
~ 1,8 Å, а это есть типичное расстояние между атомами в веществе, поэтому 
тепловые нейтроны играют наиболее важную роль в исследованиях структуры 
материалов. 

В силу нейтральности нейтроны взаимодействуют главным образом ядер-
ными силами с ядрами атомов, электромагнитное взаимодействие их магнитно-
го момента с атомами на несколько порядков меньше, поэтому им в большин-
стве случаев можно пренебречь.  

Как видим, радиусы ядер RN, имеющие порядок 10–12 см, много меньше 
длин волн тепловых нейтронов, следовательно, их упругое рассеяние на ядрах 
изотропно, т. е. амплитуда рассеяния не зависит от угла рассеяния. Однако 
ядерное рассеяние нейтронов принято характеризовать длиной рассеяния a, ко-
торая равна амплитуде рассеяния с противоположным знаком а = –A. Длины 
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рассеяния измеряются экспериментально, и для большинства ядер они положи-
тельны и имеют порядок размера ядер. 

Поскольку длины волн тепловых нейтронов λ >> RN, то, как мы отмечали 
ранее, при рассеянии нейтрон не чувствует пространственную структуру ядра. 
Ядро конечного радиуса рассеивает точно так же, как точечное. На этом осно-
вании для описания процессов рассеяния нейтронов на веществе (т. е. на ядрах, 
расположенных в определенных точках пространства) Ферми предложил то-
чечный псевдопотенциал, который описывает взаимодействие нейтрона с от-
дельным ядром так, чтобы в борновском приближении эффективное сечение 
рассеяния правильно выражалось через амплитуду (или длину) рассеяния:   

( ) ( )
22 .V aν ν ν

ν

π
− = δ −

µ
r r r r

                                  (14.1) 

Здесь aν – длина рассеяния (aν = −Aν) нейтрона ядром, расположенным в точ-
ке rν; µν – приведенная масса нейтрона и этого ядра. 

Вычисляя амплитуду рассеяния в борновском приближении для такого яд-
ра, находящегося в начале координат, согласно соотношению (12.62) находим 
ее правильное значение: 

( ) 3
2 .

2
iA e V d r a−ν

ν ν

µ
= − = −

π ∫ qr r


                       (14.2а) 

Пусть рассеивающие ядра связаны в N-атомную молекулу (кристалл). 
Дифференциальное сечение рассеяния на этой молекуле в системе центра 
инерции нейтрона и всей молекулы в единичный телесный угол с переходом 
молекулы из i-го в l-е состояние в борновском приближении можно записать 
(см. соотношение (12.61)) как  

( ) 2

0

,li
li

d k A
d k

σ  = θ Ω                                                  (14.2б) 

где амплитуда рассеяния 

( ) ( )3
02 2, ,

2 2ν ν ν
ν

µ µ
= − = − −

π π ∑∫
 

i
liA l V i l d re V iqrk r r k r r  

а псевдопотенциал каждого атома молекулы имеет вид 

( ) ( )
22 ,V aν ν ν ν

ν

π
− = δ −

µ
r r r r

                                    (14.3) 

и, соответственно, 

( ) ( )
22( ) .ν ν ν ν

ν ν ν

π
= − = δ −

µ∑ ∑ V V ar r r r r                      (14.4) 
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Амплитуда рассеяния на такой молекуле приобретает следующий вид: 

.i i
liA l a e i l b e i

m
ν ν

ν ν
ν νν

µ
= − ≡ −∑ ∑qr qr

(14.5) 

Появившаяся в соотношении (14.5) величина bν называется длиной рассея-
ния связанным ядром (связанная длина или амплитуда рассеяния) в отличие от 
aν – длины рассеяния свободным ядром.  

11
.11

Ab a a

A

ν
ν ν ν

ν

+
µ

= =
µ +

(14.6) 

Здесь 
1

11 1
n

n n
n

m M Am m
m M A

A

ν ν
ν

ν ν

ν

µ = ≈ =
+ + +

(14.7) 

есть приведенная масса нейтрона и ν-го ядра с массой Mν и массовым чис- 
лом Aν; mn – масса нейтрона; 

           
1

1 , –11
ν

ν =

µ = =
+

∑
N

nm A A

A
(14.8) 

приведенная масса нейтрона и всей молекулы в целом; A – массовое число мо-
лекулы. 

Таким образом, из соотношения (14.5) следует, что амплитуда рассеяния 
на молекуле с переходом молекулы из i-го в l-е состояние (в с. ц. м. нейтрона и 
всей молекулы) есть сумма связанных амплитуд рассеяния каждым атомом мо-
лекулы с фазами, которые определяются положением атома rν в пространстве. 
Соответственно, сечение рассеяния – 

( )
2

2

0 0

.i
li

li

d k kA b l e i
d k k

ν
ν

ν

σ  = θ = Ω 
∑ qr

(14.9) 

Отсюда следует, что при qR << 1, где R – размер молекулы (т. е. R << λ), в сече-
нии не нулем будет только диагональный матричный элемент 

2 2

0 0

1 ,li
li

d k kb l i b
d k kν ν

ν ν

σ  ≈ = δ Ω 
∑ ∑ (14.10) 

т. е. отлично от нуля только сечение упругого рассеяния. 
Таким образом, чтобы возбудить молекулу, длина волны нейтрона должна 

быть меньше размера молекулы. 
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14.2. Когерентное рассеяние нейтронов кристаллическим веществом 

Здесь мы будем рассматривать только упругое рассеяние. Положения ядер 
в кристалле rn определяются тремя базисными векторами решетки, называемы-
ми векторами трансляций a1, a2, a3 следующим образом: 

3

1
,

=

= ∑n i i
i

nr a (14.11) 

где ni – целые числа. Пример двумерной кристаллической решетки, в узлах ко-
торой находится по одному атому, приведен на рис. 14.1.  

Потенциал взаимодействия нейтрона с кристаллом можно записать в виде 
суммы потенциалов атомов, расположенных в узлах решетки rn: 

( ) ( )
22( ) .n n n n

n nn

V V aπ
= − = δ −

µ∑ ∑r r r r r

(14.12) 

Амплитуда рассеяния на таком потенциале будет иметь вид 

( ) ( )3 3
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µ µ
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qr qr

qr qr

r r r r

      (14.13) 

Здесь µi и µ –приведенная масса нейтрона и i-го ядра с массой Mi и приведенная 
масса нейтрона и всего кристалла в целом с массой M = Σi Mi соответственно; 
bi – связанная длина рассеяния i-м ядром. Если все ядра одинаковы и достаточ-
но тяжелы, то a ≈ b, так что сечение упругого рассеяния нейтрона кристаллом 
(в пересчете на одно ядро) будет иметь вид  

( )1 1 2 2 3 3

1 2 3

222 2 2

, ,
,− + +σ

= = ≡
Ω ∑ ∑ni in in in

n n n n

d a a ae e F
d N N N

qr qa qa qa q     (14.14)

Рис. 14.1. Моноатомная двумерная 
кристаллическая решетка 
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где  

( )
31 2

1 1 2 2 3 3 3 31 1 2 2

1 2 3 1 2 3

2 211 1

, , 0 0 0
.

−− −
+ +

= = =

= =∑ ∑ ∑ ∑
NN N

in in in inin in

n n n n n n
F e e e eqa qa qa qaqa qaq    (14.15) 

N = N1N2N3 – число атомов в кристалле. Таким образом, 

( ) 3 31 1 2 2

1 2 3

22 2

.inin in

n n n

d a aF e e e
d N N

σ
= =

Ω ∑ ∑ ∑ qaqa qaq               (14.16) 

Используя формулу для суммы геометрической прогрессии для каждой из 
сумм, входящих в произведение (14.15), получаем 

( )
22 21
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1 sin
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−

=

−
= = =
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i i i

i i

i
i

i i
N iN
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eF e
e

qa
qa

qa

qa

q qa                    (14.17) 

При больших N эта функция имеет резкие максимумы при значениях передан-
ного импульса (т. е. определенных направлениях рассеяния), которые опреде-
ляются из 

0, , 2 , ...,
2

= π πiqa
                                            (14.18) 

причем ее значение в максимумах равно Ni
2.  

На рисунке 14.2 изображены графики зависимости от x функций 
y = Fi(x)/Ni, где x = qai/2 при Ni = 20 и Ni = 60. 
 

 
 
Рис. 14.2. Графики функций y = Fi(x)/Ni (x = qai/2) при Ni = 20 (слева); Ni = 60 (справа) 

вблизи максимума при x = 0. Пики повторяются при x = πh, где h – целое число 



314 
 

При увеличении N ширина пика уменьшается: у основания она равна 
∆x = 2π/N, высота же растет как ymax = N. Таким образом, площадь под пиком 
остается постоянной и равной ∆xymax/2 (это наглядно следует из рис. 14.2, если 
аппроксимировать пики треугольниками, точное вычисление интеграла приво-
дит к тому же результату).  

Таким образом, сечение (в пересчете на одно ядро) будет иметь вид 

222 21 3
2

20 1

sin1 2 ( ).
sin

2

−
−

= =

σ
= = ≡

Ω ∑ ∏n

i i
N

i

in i i

N
d a ae a F
d N N N

qr

qa

qqa             (14.19) 

При больших N оно имеет резкие максимумы для некоторых направлений, ко-
гда переданный кристаллу (или кристаллом) импульс q удовлетворяет условию 

1 1 2 2 3 3 2 ,n n n n n= + + = πqr qa qa qa                                  (14.20) 
где ni – целые числа. В результате для этих направлений q все амплитуды скла-
дываются когерентно, и сечение рассеяния, приходящееся на одно ядро, возрас-
тает в N раз, а это величина макроскопическая, поскольку N ~ 1023/см3. Следо-
вательно, когерентное рассеяние на кристалле происходит анизотропно и толь-
ко с определенным q.  

Из формулы (14.20) также следует, что сечение отлично от нуля при вы-
полнении уравнений 

1 2 32 , 2 , 2 ,= π = π = πh k lqa qa qa                            (14.21) 
где h, k, l – целые числа, которые называются условиями дифракции Лауэ. 
 

14.2. Обратное пространство. Векторы обратной решетки.  
Условие Вульфа – Брэгга 

 
Решения уравнений Лауэ образуют решетку в так называемом обратном 

пространстве волновых векторов q. Они называются векторами обратной ре-
шетки.  

Для их нахождения удобно ввести базисные векторы обратной решетки 
b1, b2, b3, для определения которых рассмотрим вектор q = hb1 + kb2 + lb3, где h, 
k и l – числа, входящие в уравнения Лауэ (14.21). Последние будут последова-
тельно удовлетворены, если  

1 1 2 1 3 1

1 2 2 2 3 2

1 3 2 3 3 3

1) 2 ; 0; 0;
2) 0; 2 ; 0;
3) 0; 0; 2 .

= π = =
= = π =
= = = π

b a b a b a
b a b a b a
b a b a b a

                                 (14.22) 

Откуда следует, что 

1 2 3 2 3 1 3 1 2, ; , ; ,⊥ ⊥ ⊥b a a b a a b a a                               (14.23) 
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[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )
2 3 3 1 1 2

1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 ; 2 ; 2 .× × ×
= π = π = π

× × ×
a a a a a ab b b

a a a a a a a a a   (14.24) 

Это и есть основные (базисные) векторы обратной решетки. Любая их супер-
позиция также представляет вектор обратной решетки. Выполнение условий 
дифракции означает равенство переданного импульса q какому-либо из векто-
ров обратной решетки g:  

q = k − k0 = g, 
где k и k0 – конечный и начальный волновые векторы нейтрона соответственно; 
g – вектор обратной решетки: g = hb1 + kb2 + lb3. Целые числа (hkl) называются 
индексами Миллера. Векторы обратной решетки впервые изобрел Гиббс.  

Можно показать, что любой вектор обратной решетки g перпендикулярен 
некоторой системе кристаллографических плоскостей, а его величина g = |g|  
характеризует межплоскостное расстояние d = 2π/g. Действительно, например, 
вектор b2 перпендикулярен плоскости, в которой лежат векторы решетки a3, a1, 
а величина 2π/|b2| (рис. 14.3) представляет собой объем параллелепипеда, обра-
зованного векторами решетки a1, a2, a3, деленный на площадь его грани, по-
строенной на векторах a3, a1, а это есть не что иное, как высота параллелепипе-
да, т. е. расстояние между двумя соседними плоскостями, параллельными этой 
грани.  

 

 
 

Рассмотрим еще несколько примеров суперпозиций g = hb1 + kb2 + lb3, 
также представляющих векторы обратной решетки. Три целых числа h, k, l 
определяют как вектор g, так и систему соответствующих кристаллографиче-
ских плоскостей, они обозначаются как (hkl). Таким образом, на рис. 14.3 пред-
ставлена система плоскостей (для краткости будем называть ее просто плоско-
стью), или плоскость (010) = 0 ⋅ b1 + 1 ⋅ b2 + 0 ⋅ b3. Соответствующий век-
тор (010) направлен по векторному произведению a3 × a1, т. е. (010) ∝ a3 × a1. 

Плоскость (110) = 1 ⋅ b1 + 1 ⋅ b2 + 0 ⋅ b3 ∝ a2 × a3 + a3 × a1= (a2 – a1) × a3. Эта 
плоскость показана заштрихованной на рис. 14.4, слева. Справа на том же ри-
сунке – плоскость (111) = 1 ⋅ b1 + 1 ⋅ b2 + 1 ⋅ b3 ∝ [a2 × a3] + [a3 × a1] + [a1 × a2] ≡ 
≡ [(a2 – a1) × a3] – [(a2 – a1) × a2] = [(a2 – a1) × (a3 – а2)]. 

 

Рис. 14.3. Заштрихованная плоскость  
(hkl) = (010), характеризуемая вектором 

[ ]( )
3 1

2
1 2 3

2 ×
= π

×
a ab

a a a
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Для произвольного вектора обратной решетки g = (hkl) имеем  

[ ]( ) [ ] [ ] [ ]( )1 2 3 2 3 3 1 1 2
1 2 3

2( ) .hkl h k l h k lπ
= + + = × + × + ×

×
b b b a a a a a a

a a a  (14.25) 

Введя так называемые укороченные векторы трансляций 

1 1 2 2 3 3/ , / , / ,h k l′ ′ ′= = =a a a a a a                              (14.26) 
получим 

[ ]( ) [ ] [ ] [ ]( )

( ) ( )

1 2 3

2 3 3 1 1 2
1 2 3

32 1 2
2 1 3 2

( )
2

,

= + + =
π⋅ ′ ′ ′ ′ ′ ′= × + × + × ∝

′ ′ ′×

  ′ ′ ′ ′∝ − × − = − × −   
   

hkl h k l
hkl

hkl

k h l k

b b b

a a a a a a
a a a

aa a aa a a a

                      (14.27) 

т. е. общий случай (hkl) сводится к рассмотренному выше случаю (111) введе-
нием укороченных векторов трансляций (рис 14.5). 
 

 
 

Таким образом, кристаллическая решетка может передавать (или прини-
мать) лишь дискретный набор импульсов:  

k = k0 + g. 
В силу сохранения энергии при упругом рассеянии имеем  

k2 =|k0 +g|2 = k0
2  или  2k0g + g2 = 0.                          (14.28) 

Это есть условие дифракции Вульфа – Брэгга. Его можно привести к обыч-
ному виду, введя угол θ между кристаллографической плоскостью и направле-

Рис. 14.4. Заштрихованные плоско-
сти: слева – (110), характеризуемая 
вектором (110) ∝ (a2 – a1) × a3;  
справа – (111) ∝ (a2 – a1) × (a3 – а2)  

Рис. 14.5. Произвольная плоскость 
(hkl) проходит через вершины укоро-
ченной ячейки, определяемой векто-
рами 1 1 2 2 3 3/ , / , /′ ′ ′= = =h k la a a a a a  
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нием вектора k0: / 2,θ = θ − π  где θ  – угол между векторами k0 и g, а также ис-
пользуя соотношения g =2π/d и k = 2π/λ. Тогда из уравнений (14.28) получаем 

                       2d sin θB = λ.                                                   (14.29) 
Это обычный вид известного условия Вульфа – Брэгга для угла θ = θB между 
направлением падающей волны и кристаллографической плоскостью, называе-
мого углом Брэгга, при котором происходит интенсивное дифракционное рас-
сеяние кристаллом. Геометрически формула (14.29) очевидна (рис. 14.6). 
 

 
 

Однако при написании выражения для амплитуды (14.13) и сечения (14.14) 
рассеяния нейтрона кристаллом мы использовали борновское приближение. 
Это подразумевает малость интенсивности рассеянной волны по сравнению с 
падающей. Это справедливо только для достаточно тонких кристаллов. При 
увеличении толщины кристалла интенсивность отраженного его плоскостями 
пучка будет возрастать, и при некоторой толщине весь пучок отразится кри-
сталлом. Дальнейшее увеличение толщины кристалла несущественно, оно не 
изменит интенсивности отраженного пучка. Это обстоятельство является важ-
ным с той точки зрения, что в отражении участвует не весь кристалл, а только 
конечное число плоскостей вблизи его поверхности, что приводит к тому, что 
угловая ширина отраженного пучка является конечной, а не стремится к нулю, 
как это следует из выражения для сечения (14.19) при N  ∞, что накладывает 
ограничения, например, на размеры рассеивателей, которые можно определять 
по угловой ширине дифракционного пучка.  

Кроме того, отраженный плоскостями кристалла пучок нейтронов может 
отразиться еще раз. Тогда дважды отраженный пучок будет интерферировать с 
первоначальным, причем (как мы увидим далее) деструктивно, уменьшая его 
интенсивность (дважды отраженный пучок нейтронов будет в противофазе с 
начальным). Спрашивается, как это описать. Для этой цели нужно решить 
уравнение Шредингера в периодическом потенциале кристаллической решетки, 
что мы частично сделали в предыдущей главе в одномерном случае. Здесь же 
мы в определенных допущениях решим трехмерную задачу о распространении 
нейтрона в кристалле. 

 

Рис. 14.6. Дифракционное рассеяние кристал-
лом. Векторы k0, k и g образуют равнобедрен-
ный треугольник в силу равенств (14.28),  
поэтому 0 B/ 2 sin= θg k  или B2 sinλ = θd  
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14.3. Разложение потенциала кристалла по векторам обратной решетки 

Для решения этой задачи удобно потенциал кристалла, представляющий 
собой сумму (14.12) атомных потенциалов и обладающий свойством трансля-
ционной инвариантности V(r) = V(r + ai), представить в виде суммы потенциа-
лов всевозможных систем кристаллографических плоскостей, как это изобра-
жено на рис. 14.7. Каждую систему плоскостей можно полностью определить 
вектором обратной решетки g, который перпендикулярен плоскостям и по ве-
личине равен |g| = g = 2π/d, где d – межплоскостное расстояние. Потенциал лю-
бой системы плоскостей V(g) зависит только от координаты в направлении g 
(например x). Он является периодическим по этой координате (рис. 14.7), и его 
можно разложить в ряд Фурье: 

( )
2( ) exp ,n

n
n

ig x
n gg

n g

iV x V nx V e
d
π = = 

 
∑ ∑  (14.30) 

где 
2 .n n

ng
d
π

= =g

Можно считать, что каждая гармоника в соотношении (14.30) описывает 
потенциал своей системы плоскостей, а gn представляет собой новый вектор 
обратной решетки (также направленный вдоль x), характеризующий эту систе-
му (тем самым мы дифракцию n-го порядка на некоторой системе плоскостей 
называем дифракцией первого порядка, но на системе плоскостей с межплос-
костным расстоянием dn = d/n). 

Рис. 14.7. Представление потенциала кристалла в виде суммы потенциалов все-
возможных кристаллографических плоскостей. Потенциал отдельного атома при 
этом формируется из бесконечного числа потенциалов плоскостей, пересекающих-
ся на данном атоме (а). Условное изображение потенциала одной из систем плос- 

      костей, характеризующейся вектором g (б) 
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Аналогичное разложение можно провести по всем направлениям g. В ре-
зультате будем иметь так называемое разложение потенциала кристалла  
по векторам обратной решетки (см., например, работы [56–59]): 

    ( ) ( ) ,i
n n g

n g
V V V e= − =∑ ∑ grr r r                          (14.31)     

где Vn(r – rn) – потенциалы отдельных атомов, расположенных в точках rn, ко-
торые образуют прямую решетку кристалла. В силу вещественности потенциа-
ла V(r) = V*(r) имеем 

    ,i i i
g g g

g g
V e V e V e∗ − −

−= ≡∑ ∑ ∑gr gr gr
                         (14.32) 

откуда следует ∗
−=g gV V  или .g gV V ∗

− =  В результате, положив 

       ( )exp ,g g gV i= φv                                           (14.33) 
получим 

    ( )0
0

( ) ( ) 2 cos .
>

= − = = + + φ∑ ∑ ∑i
n n g g g

n g g
V V V e Vgrr r r grv      (14.34) 

Таким образом, каждая система плоскостей описывается теперь гармони-
ческим потенциалом (положения плоскостей будем определять как положения 
максимумов этого потенциала).  

Если кристалл обладает центром симметрии, то, поместив в него начало 
координат, имеем V(r) = V(–r). Добавив это условие, из соотношения (14.32) 
получаем *.g gV V=  Таким образом, выбором начала координат в центре симмет-
рии кристалла мы все фазы амплитуд (14.33) гармоник потенциала обращаем в 
нуль, т. е. делаем все амплитуды вещественными.   

Заметим, что условия трансляционной инвариантности 

( ) ( )++ = =∑ ii i
i g

g
V V e Vgr a gr a r  

будут выполняться, если для векторов g выполняются уравнения Лауэ gai = 2πni.  
Умножая выражение (14.31) на exp(–ig′r) и интегрируя по единичному объ-

ему, получаем 
3 3

1 1

( ) ( )− −

= =

= = −∑∫ ∫i i
g n n

nV V

V V e d r V e d rgr grr r r                    (14.35) 

или, сделав замену переменных r′ = r – rn и использовав уравнения Лауэ, имеем 

( ) ( ) ( )
2

3 3 2 ,ni i i
g n at at

n
V e V e d r N V e d r Nf

m
′ ′ π′ ′ ′ ′= = = −∑ ∫ ∫gr gr grr r g

 (14.36) 

где N – число атомов в единице объема кристалла. Мы обозначили через Vat(r) 
потенциалы атомов Vn(r) кристаллической решетки, поскольку они все одина-
ковы, а через fat(g) – амплитуду рассеяния каждым атомом с передачей импуль-
са ħg.  
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Таким образом, видим, что амплитуда g-гармоники потенциала кристалла 
определяется амплитудой когерентного рассеяния всем кристаллом в направле-
нии, определяемом вектором g. В этом направлении все атомы рассевают коге-
рентно, их амплитуды складываются, давая N-кратное усиление рассеяния в 
определенных направлениях, как и было указано в предыдущем параграфе. При 
рассеянии нейтронов, поскольку они взаимодействуют только с ядрами атомов, 
амплитуда рассеяния находится подстановкой в соотношение (14.36) ядерного 
псевдопотенциала Ферми.  

В результате получаем, что fat(g) = –a (a – длина рассеяния). Она не зависит 
от переданного импульса ħg, т. е. все гармоники потенциала одинаковы по ам-
плитуде. Это связано с дельтаобразным приближением для ядерного потенциа-
ла, т. е. его бесконечно малым размером. Такое приближение справедливо лишь 
до тех энергий, пока λ ~ d >> RN, где RN – радиус ядра. Только в этом случае 
амплитуды гармоник (при достаточно малых g, по сравнению с 1/RN) практиче-
ски не зависят от g. Например, амплитуда нулевой гармоники V0 (определяемая 
амплитудой рассеяния вперед на нулевой угол), представляющая собой средний 
потенциал кристалла, будет практически совпадать по величине с гармониками 
нескольких первых порядков отражений.  

Поскольку для большинства веществ N ~ 1023 см–3, а длины рассеяния по-
рядка размеров ядер a ~ 10–12 см, то оценка среднего потенциала вещества и 
амплитуд нескольких первых гармоник дает   

2 2 9 28 23 12 72 10 6,3 4 10 10 10 эВ ~ 3 10 эВ.− − −= π ≈ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅g cnV mc Na    (14.37) 
Заметим, что для среднего потенциала выражение (14.36) при g = 0  

( ) ( ) ( )
2

3 3
0

2 0′ ′ π′ ′ ′ ′= = = −∑ ∫ ∫


ni i i
n at at

n
V e V e d r N V e d r Nf

m
gr gr grr r    (14.38) 

справедливо не только для кристаллов, но и любых, в т. ч. и аморфных, ве-
ществ, поскольку для g = 0 всегда выполняется условия Брэгга и справедливы 
уравнения Лауэ. При рассеянии вперед все атомы вещества рассеивают коге-
рентно. 

Наибольший известный потенциал для нейтронов имеет изотоп нике-
ля 58Ni: для него V0 = 3,6 · 10–7 эВ. Такую кинетическую энергию имеют 
нейтроны со скоростями vc = 8,3 м/с. Для подавляющего большинства веществ 
длины рассеяния и, соответственно, потенциалы положительны, следовательно, 
нейтроны с энергиями E < V0 будут отталкиваться веществом и не смогут в него 
проникнуть. Такие нейтроны могут храниться в полости внутри вещества (в со-
суде) практически в течение всего времени их жизни. Их скорости v < 10 м/с, 
поэтому их принято называть ультрахолодными (УХН). Действительно, их ско-
рости по крайней мере в 200 раз меньше скорости тепловых нейтронов, а кине-
тические энергии (температура) – в 40 000 раз.  

Впервые идея о возможности хранения УХН в полости за счет полного 
внешнего отражения была опубликована Я. Б. Зельдовичем в 1959 г. [60]. Он 
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также предложил использовать хранение УХН для прямого измерения времени 
жизни нейтрона. В настоящий момент этот метод является наиболее точным 
(см. работы [61, 62]).  

Теперь обобщим выражение (14.36) для потенциала с учетом того, что в 
каждой элементарной ячейке могут находиться несколько атомов разного типа. 
В этом случае потенциал кристалла запишется так: 

( )( ) ,i
a a g

a g
V V V e= − =∑ ∑ grr r r                                                  (14.39) 

где координата ra любого атома в кристалле представляется в виде  
             ra = rn + ri,                                               (14.40) 

где rn – координата элементарной ячейки, которая определяется тремя вектора-
ми трансляций 

1 2 3

1 1 2 2 3 3
, ,

,= + + ≡∑ ∑n i i
n n n

n n n nr a a a a                                     (14.41) 

а ri – координаты атомов в элементарной ячейке относительно координаты са-
мой ячейки.  

В результате для величин Vg, суммируя сначала по атомам внутри элемен-
тарной ячейки, а затем по элементарным ячейкам, вместо уравнения (14.36) бу-
дем иметь 

( ) ( )3 3 ,a n ii i ii i
g a i

a n i
V e e V d r e e e V d r′ ′ ′ ′ ′ ′= =  

 
∑ ∑ ∑∫ ∫gr gr grgr grr r  

так что 
22 ,g с gV N F

m
π

= −


                                                        (14.42) 

где Nc – число элементарных ячеек в единице объема и, соответственно, 
Ωc = 1/Nc – объем элементарной ячейки, а величина 

( )= ∑ ii
g i

i
F f e grg                                                       (14.43) 

носит название структурной амплитуды и представляет собой амплитуду рас-
сеяния элементарной ячейкой кристалла. Она есть сумма амплитуд рассеяния 
атомами ячейки с фазами, определяемыми положениями ri атомов в ячейке.  

Имеется еще одно уточнение для выражения (14.43), описывающего струк-
турную амплитуду рассеяния. Оно связано с тепловыми колебаниями атомов в 
решетке. Такие колебания размазывают практически точечный потенциал ядра 
до размеров амплитуды |ui| колебаний атомов, которая зависит от температуры 
кристалла. А такой потенциал с размерами ui не может передать импульс боль-
ше, чем ħ/ui, поэтому амплитуды гармоник (и структурные амплитуды) быстро 
убывают при gui > 1. Это убывание описывается так называемым фактором 
Дебая – Уоллера exp(−Wig), где 
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2 .ig iW = gu

В результате окончательное выражение для структурной амплитуды при-
нимает вид 

( ) .−= ∑ ig iW i
g i

i
F e f e grg    (14.44) 

Фактор Дебая – Уоллера также имеет смысл вероятности безотдачного 
рассеяния нейтрона (или другой частицы) всем кристаллом как целым, без воз-
буждения в нем фононов. Фонон (колебания ядер в кристалле) возбуждается 
при рассеянии на отдельном ядре в результате передачи ему импульса ħg. Оче-
видно, вероятность безотдачного рассеяния будет убывать с ростом передачи 
импульса. Действительно, если энергия отдачи ядра (равная ħ2g2/2M) превзой-
дет энергию связи атома в кристалле (которая связана с амплитудой колебаний 
атомов, т. е. с температурой кристалла), то в этом случае атом с большой веро-
ятностью будет вырываться из решетки, и рассеяние будет происходить как на 
свободном ядре. Так что при больших передачах импульса связь между атома-
ми становится несущественной и амплитуды высоких гармоник кристалла об-
ращаются в нуль.  

При комнатных температурах для большинства кристаллов и плоскостей с 
низкими индексами Миллера этот фактор близок к единице и учитывается 
только в отдельных случаях при проведении прецизионных измерений.  

Заметим, что амплитуда рассеяния на потенциале (14.39) в первом порядке 
теории возмущений (в борновском приближении) 

( ) ( ) 3
2 2 ,

2 2
− −= − = − δ = δ

π π∑ ∑ ∑∫
 

i
g g с g

g g g

m mA V e d r V N Fq g r
qg qgq   (14.45) 

т. е. рассеяние происходит только в направлениях, определяемых переданным 
импульсом g, причем передает этот импульс только соответствующая гармони-
ка потенциала, а амплитуда рассеяния в этих направлениях увеличивается в Nc 
раз по сравнению с амплитудой рассеяния одной ячейкой кристалла. Сечение 
же возрастает в Nc

2 раз, поэтому сечение рассеяния, приходящееся на одну 
ячейку, в Nc раз больше сечения отдельной ячейки, а поскольку величина Nc 
огромна, практически все нейтроны рассеиваются в узких направлениях, опре-
деляемых условиями Брэгга. 

Удобство представления потенциала кристалла в виде суммы гармониче-
ских (синусоидальных) потенциалов кристаллографических плоскостей состоит 
в том, что каждая синусоидальная гармоника потенциала передает (и принима-
ет) фиксированный импульс (равный вектору обратной решетки), т. е. дает 
один рассеянный (или отраженный) луч.  

Выделяя один из рассеянных лучей, можно создать экспериментальную 
ситуацию, когда существенна лишь одна система плоскостей (одна гармоника 
потенциала), так что потенциал кристалла при этом с высокой степенью точно-
сти можно считать синусоидальным.  
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Исследуя сравнительные интенсивности большого числа отражений от 
кристалла, можно, в принципе, восстановить более или менее точный вид по-
тенциала.  

14.4. Основные уравнения динамической дифракции 

Пусть нейтроны падают на кристалл через плоскую границу, как показано 
на рис. 14.8, n – нормаль к этой границе, направленная внутрь кристалла.  

Если начало координат поместить в плоскость границы кристалла, то ее 
уравнение будет иметь вид (nr) = 0. Волновая функция нейтрона в вакууме 
имеет вид 

0 ,i
i eψ = k r

            (14.46) 
где величина волнового вектора определяется энергией нейтрона: 

0
2 .mEk =


    (14.47) 

Волновая функция нейтрона внутри кристалла будет удовлетворять урав-
нению Шредингера  

2 22
2 0( ) ,

2 2
k

V
m m

− ∇ + ψ = ψ
 
 
 

r


           (14.48) 

где V(r) – потенциал кристалла (см. равенство (14.39)): 

( )0
0

( ) 2 cos .
>

= = + + φ∑ ∑i
g g g

g g
V V e Vgrr grv  

Поделив уравнение Шредингера (14.48) на 2 2
02 /m k , перепишем его в 

обезразмеренном виде 

2
2 2 2
0 0

1 2 ( )1 0,mV
k k

 
∇ ψ + − ψ = 

 

r


  (14.49) 

Рис. 14.8. Падение нейтрона на кристалл через плос-
кую границу. Здесь k0 – волновой вектор падающего 
из вакуума на кристалл нейтрона; k – волновой век-
тор нейтрона внутри кристалла; g – вектор обратной 
решетки; kg = k + g – волновой вектор нейтрона, от-
раженного системой плоскостей g; n – единичный 
вектор нормали к границе кристалла 
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где 

2 2
0

2 ( )
( ) .i

g
g

mV
e

k
= = ∑ grr

r


V V
           (14.50) 

Здесь курсивное V(r) есть относительный потенциал кристалла, т. е. потен- 
циал, отнесенный к начальной (она же и полная) энергии нейтрона; Vg – ампли-
туды его гармоник. 

Поскольку каждая система кристаллографических плоскостей передает 
нейтрону свой импульс ћg, то волновая функция нейтрона внутри кристалла 
будет представляться суперпозицией волны в первоначальном направлении и 
волн, отраженных всевозможными системами кристаллографических плоско-
стей (так называемое разложение волновой функции по векторам обратной 
решетки). 

Таким образом, ищем решение в виде 
( ) ,′+

′
′

ψ = ∑ i
g

g

a e k g r                 (14.51а) 

где k – волновой вектор нейтрона в первоначальном направлении внутри кри-
сталла (см. рис. 14.7), и подставляем его в уравнение (14.49). В результате по-
лучаем 

( ) ( )
2

2
0

( )
1 0.′ ′+ + +

′ ′
′ ′

′+
− − =

 
 
 

∑ ∑i i
g g g

g g g

a e a e
k

k g r k g g rk g
V

 

Переход к суммированию по ′′ ′= +g g g  вместо g′ во втором слагаемом (замена 
′ ′′= −g g g ) приводит к следующей системе уравнений для амплитуд ag: 

2

2
0

( )
1 0.g g g g

g

a a
k ′ ′−

′

+
− − =

 
 
 

∑k g
V

      (14.51б) 

Это основные уравнения динамической дифракции. Условия разрешимо-
сти данной системы линейных однородных уравнений и граничные условия 
определяют набор допустимых в кристалле волновых векторов k, с которыми 
нейтронная волна с заданной энергией может распространяться в кристалле. 
Фактически мы еще раз доказали теорему Блоха: волновая функция частицы в 
кристалле имеет вид 

 ( )
0

0 ,′
′

′ ≠

ψ =
 

+ ≡ 
 

∑i i i
g

g

e a e ea Fkr g r kr r          (14.52) 

где k – волновой вектор, являющийся решением системы уравнений (14.51б), 
а F(r) – периодическая функция, имеющая симметрию кристалла: 
F(r) = F(r + ai). 

Амплитуда отраженной волны ag не мала, когда коэффициент при ней в 
уравнении (14.51б) близок к нулю (т. е. вблизи условия Брэгга). С другой сто-
роны, близость к условию Брэгга означает близость энергий состояний с волно-
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выми векторами k и k + g, что приводит к сильному перемешиванию уровней, 
а это и означает появление сильной отраженной волны.  

На самом деле в практически важных случаях бесконечная система урав-
нений (14.51б) сводится всего лишь к нескольким уравнениям, описывающим 
прямую волну, которая распространяется в направлении, близком к первона-
чальному, и, может быть, несколько отраженных волн, распространяющихся 
в кристалле. Приведем наиболее важные примеры.  

14.5. Нейтронная оптика (одноволновое приближение) 

Если направление падающего на кристалл нейтрона не совпадает с брэг-
говским ни для одной из систем плоскостей, то в кристалле, как следует из 
уравнений (14.51б), существенна только одна – прямая волна. В таком (одно-
волновом) приближении эта система уравнений сводится к одному однородно-
му уравнению для амплитуды этой волны: 

2

0 02
0

1 0.
k a
k

− − =
 
 
 

V
         (14.53) 

Условие его разрешимости определяет допустимую в кристалле величину вол-
нового вектора нейтрона k, т. е., другими словами, величину среднего коэффи-
циента преломления n кристалла для нейтронов: 

2

02
0

1 0.
k
k

− − =V  

Таким образом, как мы уже отмечали ранее, коэффициент преломления 
определяется средним потенциалом кристалла или структурной амплитудой 
рассеяния вперед (с передачей нулевого импульса, g = 0): 

2
2

0 02 2 2
0 0 0

4 4
1 1 1 ,c

i i
i

Nkn F N a
k k k

π π
≡ = − = + = − ∑V       (14.54) 

так как в случае ядерного рассеяния (см. уравнение (14.43)) 

0 (0), (0) .i i i
i

F f f a= = −∑  

Поскольку амплитуды рассеяния вперед складываются всегда когерентно, од-
новолновое приближение, учитывающее только взаимодействие нейтрона со 
средним потенциалом вещества, описывает нейтронную оптику как в аморфной 
среде, так и в кристалле. 

Влияние кристаллической структуры на распространение нейтрона в 
направлениях, далеких от брэгговских, можно оценить по теории возмущений 
(и одновременно уточнить условия применимости одноволнового приближе-
ния). 
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Действительно, перепишем основные уравнения (14.51б) в виде 
2 2 2 2
0 0 0 0

0

( ) 0.′ ′−
′ ≠

− + − − =   ∑g g g g g
g

k a k a k ak g V V  

Здесь мы умножили обе части выражения (14.51б) на 2
0k  и выделили из суммы

слагаемое с g′ = 0. В результате получаем 
2 2

0

( ) ,′ ′−
′ ≠

− + =   ∑g g g g
g

k a U ak g   (14.55) 

где ( )2 2 2 2
0 0 01k k n k= − =V  – волновой вектор нейтрона в кристалле с учетом сред-

него коэффициента преломления; 2
0g gU k≡ V  – g-гармоника потенциала в едини-

цах квадрата волнового вектора. Нетрудно видеть, что Vg = ħ2Ug/2m. Уравне-
ние (14.55) можно попытаться решить методом итераций (последовательных 
приближений). 

Положив в качестве начального приближения ag = δ0g (т. е. в начале имеет-
ся только прямая волна) и подставив его в правую часть (14.55), для амплитуд 
волн, отраженных всевозможными кристаллографическими плоскостями, в 
первой итерации (первом порядке теории возмущений) получим    

2 2
.

( )
g

g

U
a

k
=

− +  k g
(14.56) 

Таким образом, волновая функция нейтрона в кристалле, распространяю-
щегося в направлениях, достаточно далеких от брэгговских, в первом порядке 
теории возмущений запишется в следующем виде: 

2 2
1 .

2
+ ⋅ ≡ +

∆−

 
ψ =      

∑ ∑gig gi i i

g g gg

U U
e e e e

k k
k rkr kr gr  (14.57) 

Здесь ∆g – размерный параметр отклонения от условия Брэгга: 
2 2 2

.
2 2

g
g

k k− − +
∆ = =

k k g          (14.58) 

Умножая числители и знаменатели в соотношении (14.57) на ħ2/2m, полу-
чим выражение, в точности совпадающее с формулой (12.14) стационарной 
теории возмущений: 
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1 .g
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g gi i

g g
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E E

V V
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    (14.59а)

Действительно, здесь 
222 2

,
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−
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E E k
E E

m m
k g

      (14.59б) 
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энергетический параметр отклонения от условия Брэгга, энергии состояний с 
волновыми векторами k и k + g соответственно. Амплитуда же гармоники Vg 
является одновременно матричным элементом перехода из состояния k в состо-
яние k + g под действием потенциала кристалла (см. равенство (14.35)):  

 
( )3 3

1 1

( ) ( ) .− +−

= =

= ≡ = + ≡∫ ∫ g

ii i
g

V V

V V e d r e V e d r V Vk g rgr kr
k kr r k g k    

При достаточном приближении к условию Брэгга для некоторого g (в ре-
зультате изменения направления или длины волны падающего нейтрона, т. е. 
его энергии, рис. 14.9), в силу возрастания соответствующей амплитуды ag, су-
щественной становится только данная система плоскостей g, так что 

1 .
2 ε

ψ = + ⋅ ≡ +
− ∆

 
 
 

g

g

ig gi i i

k k g

V V
e e e e

E E
k rkr kr gr                      (14.59в) 

Нейтроны в зависимости от знака g
ε∆  начинают концентрироваться на кристал-

лографических плоскостях (т. е. в максимумах ядерного потенциала) либо меж-
ду ними (в минимумах потенциала, см. рис. 14.9. 
 

 
 

Рис. 14.9. Распространение в кристалле нейтрона с одинаковыми по величине, но с 
разными по направлению волновыми векторами K относительно вектора обратной 
решетки g (слева): при K > |K + g| (∆g > 0) – нейтрон концентрируется на ядерных 
плоскостях (красный цвет); при K < |K + g| (∆g < 0) – между плоскостями (синий 
цвет); случай |K + g| = K (∆g = 0) – дифракция нейтрона (желтый цвет). Распро-
странение нейтрона с разными по величине волновыми векторами K (справа):  
                      три варианта |K| > |K + g|, |K| < |K + g| и |K| = |K + g| 

 
Действительно, в этом случае существенными являются только средний 

потенциал и одна его g-гармоника: 

0( ) 2 cos ,gV V V= +r gr                                                     (14.60а) 
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где Vg вещественна (и для большинства веществ положительна), так как начало 
координат мы всегда можем выбрать в максимуме потенциала (центре его сим-
метрии), что мы и сделали, положив фазу нулем.  

Из соотношения (14.59а) для распределения плотности нейтронов полу- 
чаем 

2
1 ,cosg

g

V
ε

ψ = +
∆

gr                                            (14.60б) 

т. е. при 0g
ε∆ >  максимумы плотности нейтронов совпадают с максимумами 

потенциала (нейтроны концентрируются на плоскостях), но при этом потенци-
ал кристалла возрастает по сравнению с V0, и нейтроны, попадая в кристалл в 
этом случае, замедляются больше, чем вдали от условия Брэгга. Следовательно, 
при приближении к условию Брэгга коэффициент преломления (волновой век-
тор нейтрона в кристалле) начинает зависеть от параметра отклонения от усло-
вия Брэгга. Поэтому для волнового вектора в кристалле с учетом только сред-
него потенциала V0 (очень далеко от условия Брэгга) мы будем использовать 
вместо k обозначение K (как на рис. 14.9): ( )2 2 2

0 0 0
2
01 ,= − =k n kK V  где 0n  – 

средний коэффициент преломления нейтрона с учетом только V0.  
При 0g

ε∆ >  максимумы плотности нейтронов приходятся на минимумы 
потенциала (нейтрон концентрируется между плоскостей). В этом случае вели-
чина волнового вектора k нейтрона в кристалле (как и его кинетическая энер-
гия) возрастает по сравнению с K.  

Масштаб изменения энергии нейтрона, при котором происходит такая пе-
рестройка его волновой функции, определяется отличием энергии нейтрона 
(~ 0,01 эВ) от брэгговской энергии, точно соответствующей условию Брэгга, на 
величину порядка Vg ~ 10–7 эВ, т. е. дифракционные явления происходят в обла-
сти изменения энергии или длин волн ∆λB/λB ~ 10–5, где λB – длина волны, точ-
но соответствующая условию Брэгга. 

При дальнейшем приближении к точному выполнению условию Брэгга для 
системы плоскостей g амплитуда волны, отраженной этой системой, в теории 
возмущений возрастает неограниченно. Теория возмущений становится непри-
менимой, в этом случае нужно точно решать задачу для двух волн.  

 
14.6. Двухволновая дифракция  

 
Если падающая нейтронная волна имеет направление, близкое к брэггов-

скому для одной из систем плоскостей, характеризуемой вектором g, то в этом 
случае внутри кристалла существенны две волны с волновыми векторами k и 
kg = k + g, т. е. 

 
( ) 22

0 0, 1.+ψ = + + =ii
g ga e a e a ak g rkr

                         (14.61) 
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В этом случае уравнения (14.51б), связывающие амплитуды этих волн, прини-
мают вид 
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(14.62) 

Умножением на ħ2/2m эти уравнения точно сводятся к уравнениям (12.19, 
12.20) для двухуровневой системы. Отличие состоит лишь в том, что условие 
разрешимости системы линейных однородных уравнений (14.62) (равенство 
нулю определителя) в данном случае определяет не допустимые в кристалле 
значения энергии частицы в кристалле (см. равенство (12.21)), а значения вол-
нового вектора k, поскольку энергия у нас задана начальным импульсом ħk0 
нейтрона. 

Итак, условие разрешимости (14.62) имеет вид 

( ) 222 2 2 .−
 − − + = =  g g gK k K U U Uk g (14.63) 

Это уравнение описывает так называемую дисперсионную (изоэнергетическую) 
поверхность в пространстве волновых векторов (рис. 14.10). 

При точном выполнении условия Брэгга ( )22k = +k g  будем иметь

(1, 2)2 2 .=  gk K U               (14.64) 

Двум значениям волнового вектора соответствуют два набора амплитуд a0 
и ag, которые определяют два типа нейтронных волн (собственных состояний 
нейтрона в кристалле). Из первого уравнения (14.62) при точном выполнении 
условия Брэгга находим 

(1, 2) 2 2

(1, 2)
0

1.
−

−
= = ± = ±gg

g g

Ua K k
a U U          (14.65) 

Здесь начало координат выбрано в максимуме ядерного потенциала, т. е. фаза 
амплитуды гармоники 0,gφ = тем самым величина Ug вещественна и положи-
тельна. Полученный результат точно совпадает с найденным ранее в главе 12 
для двухуровневых систем: при пересечении двух уровней, т. е. когда ,

gk kE E≈
их волновые функции полностью перемешиваются, образуя симметричную и 
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антисимметричную комбинации, а сами уровни отталкиваются на конечное 
расстояние (см. равенства (12.32, 12.33)). 
 

 
 

Таким образом, при точном выполнении условия Брэгга в кристалле могут 
распространяться два типа блоховских волн (симметричная и антисимметрич-
ная), которые с учетом нормировки имеют вид  

( ) ( )
( ) )(

(1) (1)

(2) (2)

1 ( ) (1)

2 ( ) (2)

1 2 cos exp ,
2 22

1 2 sin exp .
2 22

+

+

    ψ = + = +        
    ψ = − = +        

i i

i i

e e i

e e i i

k r k g r

k r k g

gr gk r

gr gk rr
    (14.66)  

Как видим, распространение волн происходит вдоль кристаллографиче-
ских плоскостей с волновыми векторами    

(1,2) (1, 2)
|| / 2,= +k k g                                          (14.67)  

параллельными плоскостям, причем нейтроны в состоянии ψ(1) сконцентриро-
ваны преимущественно на ядерных плоскостях в максимумах потенциа-
ла (14.60а), а в состояниях ψ(2) – между ними в минимумах потенциала 
(рис. 14.11): 

(1) 2 2

(2) 2 2

| | 2cos ( / 2) 1 cos( ),
| | 2sin ( / 2) 1 cos( ).
ψ = = +

ψ = = −

gr gr
gr gr                      (14.68)  

Таким образом, нейтроны в состояниях (1) и (2) движутся в разных потен-
циалах и имеют разные кинетические энергии (т. е. разные величины волновых 

Рис. 14.10. Дисперсионная поверхность. При 
Vg = 0 это две окружности с одинаковыми ради-
усами, равными K. В точке пересечения (соот-
ветствующей вырождению состояний |k〉 и 
|k + g〉) малое взаимодействие Vg приводит к 
расщеплению дисперсионной поверхности на 
две ветви, n – нормаль к входной грани кри-
сталла. Изображен случай дифракции по Лауэ, 
когда n ⊥ g. В кристалле возбуждаются волны, 
соответствующие точкам 1 и 2 (или 1′ и 2′),  
поскольку при пересечении входной границы 
могут изменяться только нормальные к ней 
компоненты импульса. Стрелками обозначены 
нормали к дисперсионной поверхности, кото-
рые указывают направления плотности тока 
(групповой скорости) нейтронов 
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векторов). Нейтроны в симметричном состоянии (1) имеют меньшие кинетиче-
ские энергии, чем в антисимметричном (2), что и отражает уравнение (14.64) 
дисперсионной поверхности.  

При падении нейтронов с заданной энергией и импульсом на кристалл в 
последнем могут возбуждаться волны обоих типов: ψ(1) и ψ(2), так что 

(1) (2)
1 2 .c cψ = ψ + ψ   (14.69) 

Амплитуды возбуждения c1 и c2 определяются граничными условиями на вход-
ной грани кристалла (см. ниже).  

Различают две схемы дифракции: дифракцию на прохождение (по Лауэ) и 
на отражение (по Брэггу). Симметричные схемы дифракции по Лауэ (когда гра-
ница перпендикулярна плоскостям) и по Брэггу (когда граница кристалла па-
раллельна отражающим плоскостям) изображены на рис. 14.12а, б. 

Мы далее ограничимся рассмотрением двухволновой дифракции нейтро-
нов для симметричного случая Лауэ (см. рис. 14.11 и 14.12а). 

Рис. 14.12. Дифракция на прохождение; границы кристалла перпендикулярны 
отражающим плоскостям – симметричная схема Лауэ (а). Дифракция на отраже-
ние; входная грань кристалла параллельна плоскостям – симметричная схема 
  Брэгга. В этом случае нейтроны проникают в кристалл на конечную глубину (б) 

Рис. 14.11. Дифракция по Лауэ (граница 
кристалла перпендикулярна плоскостям): 
красные кружки – области максимальной 
концентрации нейтронов в состоянии ψ(1) 
(максимумы потенциала (14.60)); синие – 
в состоянии ψ(2) (минимумы потенциала), 
поэтому k(1) < k(2) 
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14.6. Дифракция по Лауэ. Маятниковый эффект 

Итак, пусть слева на кристалл (см. рис. 14.12а) падает нейтрон, его волно-
вая функция имеет (при nr < 0) вид 

0 , 0.i
in eψ = <k r nr               (14.70) 

Здесь n – единичный вектор нормали к границе кристалла, направленный 
внутрь кристалла (см. рис. 14.8). Мы в этой области пренебрегли отраженной от 
границы кристалла волной, которая становится существенной, лишь когда нор-
мальная к границе кристалла компонента скорости становится меньше скорости 
УХН (определяемой V0), т. е. < 10 м/с, что для тепловых нейтронов может про-
изойти лишь при углах Брэгга, отличающихся от прямого на величинe ~ 10–3. 

Внутри кристалла (nr > 0) при точном выполнении условия Брэгга волно-
вая функция (если опять пренебречь отраженными от второй границы волнами) 
запишется так: 

(1) (1) (2) (2)( ) ( )

1 2 , 0.
2 2

+ +   + −
ψ = + >      

   

i i i ie e e ec c
k r k g r k r k g

nr
r

           (14.71) 

Постоянные с1 и с2 находятся из граничных условий. В силу непрерывности 
волновая функция (14.70) падающей волны на границе (при nr = 0) должна сов-
падать с волновой функцией (14.71) внутри кристалла. Тогда, представив все 
волновые векторы в виде суммы тангенциальной и нормальной к границе со-
ставляющих k = kn + kt и приравняв при nr = 0 амплитуды прямых и отражен-
ных волн, получаем 

(1) (2)
0

(1) (2)

1 2

1 2

2 ,

0 .

t t t

gt gt

i i i

i i

e c e c e

c e c e

= +

= −

k r k r k r

k r k r  (14.72) 

Равенства (14.72) должны выполняться для любой точки границы, а это 
возможно только при равенстве всех тангенциальных составляющих волновых 
векторов, что отвечает закону сохранения тангенциальной компоненты импуль-
са в силу однородности пространства вдоль границы. В результате имеем 

1 2

1 2

2 ,
0 ,

c c
c c

= +
= −    (14.73) 

откуда следует 1 2 1/ 2.с с= =  
Таким образом, при точном выполнении условия Брэгга оба типа волн воз-

буждаются в кристалле с одинаковой амплитудой, и волновую функцию 
нейтрона внутри кристалла можно представить в виде 
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)(
( )

(1) (1) (2) (2)( ) ( )1
2

cos sin .
2 2

+ +

+

ψ = + + − =

∆ ⋅ ∆ ⋅   = +   
   

i i i i

ii

e e e e

k z k ze i e

k r k g r k r k g

K g rKr

r 

 (14.74) 

Здесь K = (k(1) + k(2))/2, ось z направлена параллельно кристаллографическим 
плоскостям (по нормали к границе кристалла), и учтено, что вектор 
∆k = k(2) – k(1) направлен по оси z, поскольку на границе кристалла может пере-
даваться импульс, только перпендикулярный этой границе. По этой причине 
все волновые векторы внутри кристалла могут отличаться от волнового векто-
ра k0 падающего нейтрона лишь параллельными оси z компонентами и еще на 
вектор обратной решетки g. 

Выражение (14.74) означает, что биения волн разного типа с разными вол-
новыми векторами приводят к периодической по глубине кристалла перекачке 
интенсивности нейтронов из прямого пучка в отраженный, и наоборот. Это яв-
ление называется маятниковым эффектом (Pendellösung – букв. с нем. – 
маятниковое решение), поскольку очень похоже на обмен энергией между дву-
мя связанными маятниками, который мы обсудили в главе 9. 

Если выходная граница кристалла параллельна входной, то нейтроны в 
разных состояниях при выходе из кристалла ускорятся ровно на те же величи-
ны, на которые они замедлились на входной грани (см. рис. 14.12а), так что 
волновая функция нейтрона при выходе из кристалла толщиной L будет иметь 
вид 

( )00
out cos sin .

2 2
+∆ ⋅ ∆ ⋅   ψ = +   

   
iik L k Le i e k g rk r

     (14.75) 

Таким образом, маятниковый эффект приводит к осцилляциям интенсив-
ности прямого и отраженного нейтронных пучков, прошедших через кристалл, 
в зависимости от величины маятниковой фазы φ: 

I0, g = (1 ± cos φ)/2,       (14.76) 
где φ = ∆kL. Величина ∆k = |∆k| = |k(2) – k(1)| определяется из уравнения диспер-
сионной поверхности (14.64): 

( )( )(2)2 (1)2 (2) (1) (2) (1)

B2 2 cos 2 ,

− = − + =

= ∆ = ∆ θ = g

k k

K U

k k k k

K k k   (14.77) 

откуда 

B
02

B B B ||

2 2 2 tg2 .
cos cos cos ⊥

θπ
∆ ≡ = = ≈ = =

ξ θ θ θ  

g g g g g

g

U m V V V V
k k

K K E v v  (14.78) 

Здесь || Bcos / / 2 /= θ = + K m mK gv  – средняя скорость нейтрона в кристал-
ле вдоль кристаллографических плоскостей, соответственно, поперечная ско-
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рость / 2 /g m md⊥ = = π v определяется компонентой импульса ħg/2 нейтрона, 
перпендикулярной плоскостям. 

Величина 
0B B B

0

22 cos cos cos2ππ θ θ θπ
ξ = ≈ = = λ

g
g g gg

kK E E
U k V VU              (14.79) 

называется экстинкционной длиной, она определяет пространственный период 
осцилляций интенсивности в кристалле, т. е. период перекачки интенсивности 
из прямой волны в отраженную и обратно при точном выполнении условия 
Брэгга. Поскольку длины волн λ тепловых и холодных нейтронов составляют 
единицы ангстрем, а величины E /Vg имеют типичные значения 105–106, то экс-
тинкционные длины лежат в пределах от десятков до сотен микрон. Точно так 
же из соотношения (14.78) следует, что волновой вектор нейтрона при входе в 
кристалл меняется очень мало на величину ~ 10–5–10–6 от самого вектора. 

Наблюдать осцилляции интенсивностей прямой и отраженной нейтронных 
волн при заданной толщине кристалла можно, например, изменяя угол Брэгга 
(и тем самым длину волны нейтрона). Впервые маятниковая картина при ди-
фракции нейтронов в кристалле кремния наблюдалась Шаллом [63]. 

Из выражения (14.74) следует также, что на глубине кристалла z = ξg/2 ам-
плитуда прямой волны обращается в нуль, т. е. она полностью отражается сло-
ем в перпендикулярном направлении толщиной ~ ξg, который содержит ~ ξg/d 
плоскостей. В случае дифракции по Брэггу такой слой полностью отразит все 
нейтроны. Этой величиной определяется как угловая ширина дифракционного 
отражения, так и его ширина по длинам волн (см. рис. 14.2). Подробнее об этом 
можно прочитать, например, в работах [58, 62]. 

Обратим внимание, что, как следует из равенства (14.75), амплитуда Ag от-
раженной плоскостями волны в кристалле является чисто мнимой и при малых 
толщинах пропорциональна толщине кристалла: 

|| 0 B

2 ,
2 cos

∆ ⋅ π
≈ = ⋅ =

θ

g
g c g

Vk L L LA i i iN F
kv                             (14.80) 

поэтому при увеличении толщины кристалла появляется дважды отраженная 
волна, которая совпадает по направлению с падающей, но имеет противопо-
ложный знак амплитуды (в противофазе) и тем самым гасит прямую волну. В 
конечном счете это и приводит к маятниковому эффекту. 
 

14.7. Эффект аномальной прозрачности кристалла (эффект Бормана) 
 

Разная симметрия волн в кристалле приводит к еще одному эффекту, кото-
рый был открыт Г. Борманом в 1941 г. [64] в дифракции рентгеновских лучей и 
был объяснен Лауэ [65] лишь в 1949 г. Это эффект аномальной прозрачности 
кристалла для волн, проходящих через него в условиях дифракции. Эффект 
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обусловлен тем, что волна (1), сконцентрированная на плоскостях (из атомов), 
поглощается сильнее волны (2), сконцентрированной между ними.  

Поглощение нейтронов в кристалле можно описать добавкой небольшой 
мнимой части к потенциалу – ( ) ,iV ′−  чтобы обеспечить затухание волновой 

функции в кристалле (а не ее возрастание), величина ( )V ′ r  должна быть веще-
ственна и положительна. Она точно так же раскладывается на гармоники по 
векторам обратной решетки, причем при наличии центра симметрии 

.g g gV V V ∗
−′ ′ ′= =  

Таким образом, амплитуды гармоник становятся комплексными, причем в 
случае наличия центра симметрии Vg = V–g, где под Vg следует понимать 
Vg – iV′g.  

В результате уравнение дисперсионной поверхности (14.63) принимает вид 

( ) ( )( ) ( )22 2 2 2
− −

′ ′ ′− − + = − − = − 
  g g g g g gK k K U iU U iU U iUk g

и при точном выполнении условия Брэгга 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0′ ′ ′ ′= − + − = − ± + ±

,
g g g gk U iU U iU U U i U U .k k    (14.81) 

Так что 

( ) ( )0 0(1, 2) (1, 2)
0

0

,
2 cos

′ ′− ± + ±
∆ = − =

θ
g g

B

U U i U U
k

k
k k   (14.82) 

и волновая функция внутри кристалла (14.71) модифицируется следующим об-
разом: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

0 0 0 01 2

1 1 2 20 00 0 0 0
0 B 0 B
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0 B 0
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1 1
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− ∆ ∆
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θ θ
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− −
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   + −
ψ = + =   

   
   + −   = + =
   
   
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G G

g g

i i i i
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U U z U U zi i i i
k k
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k k

e e e ee e

e e e ee e
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Bos .θ

Здесь 1, 2
0

 
 
 k – вещественные части волновых векторов (мнимые дают затухание);

( )1, 2
0ψ  – волновые функции состояний (1) и (2) без учета затухания. В результате 

после прохождения кристалла толщиной L для интенсивностей прямой и отра-
женной волн в состояниях (1) и (2) на его выходе будем иметь  

( )
( )

0

0 eff0 B

2
1cos

0 .
′ ′±

− −µ ± εθ= = ≡
g

g

U U L
Lk

gI I e e             (14.83) 
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Здесь 
0 0 0

0 0 02 2
0 0

2 2 21 2 –
′ ′ ′

µ ≡ = = =
a

U mV Vk k
L k k E                             (14.84) 

средний коэффициент поглощения нейтрона, и 

0 0

.g g
g

U V
U V

′ ′
ε = =

′ ′                                                    (14.85) 

Безразмерная величина εg (0 < εg < 1) характеризует степень выраженности эф-
фекта Бормана в зависимости от кристалла и системы кристаллографических 
плоскостей. 

Запишем: 

eff
B

.
cos

=
θ

LL                                                      (14.86) 

Эффективная толщина кристалла Leff достаточно резко возрастает при прибли-
жении угла Брэгга к прямому углу. Это связано с существенным замедлением 
нейтрона в кристалле и существенным увеличением времени взаимодействия 
нейтрона с атомами кристалла, поскольку в нем, как мы отмечали, при выпол-
нении условия Брэгга нейтрон движется вдоль кристаллографических плоско-
стей и его скорость равна v|| = ħk|| = ħk cosθB. В направлении, перпендикулярном 
плоскостям, волновые функции нейтрона представляют собой стоячие волны, 
поэтому в этом направлении нейтрон не распространяется (его групповая ско-
рость или ток вероятности равны нулю). 

Как следует из соотношения (14.83), при εg ~ 1 антисимметричная 
нейтронная волна (2) практически не затухает, тогда как волна (1) затухает с 
удвоенным коэффициентом. Поэтому при Leff >> La = 1/µ0 «выживает» только 
волна (2), на которую приходится половина интенсивности падающей волны – 
по четверти на прямой и отраженный продифрагировавшие пучки. Маятнико-
вый эффект при этом исчезает, и на выходе из кристалла пучки в первоначаль-
ном (прямом) и отраженном направлениях имеют одинаковые интенсивности. 

Для нейтронов в силу малости размеров ядра все гармоники практически 
одинаковы, поэтому εg может быть близко к 1. Отличие от единицы может быть 
обусловлено либо фактором Дебая – Уоллера (для моноатомных кристаллов), 
либо уменьшением мнимой части структурной амплитуды рассеяния с переда-
чей импульса по сравнению с амплитудой вперед в более сложной ячейке. 

К примеру, для кристалла кремния La0 = 40 см, поэтому наблюдать эффект 
поглощения, а тем более эффект Бормана в таком кристалле, казалось бы, прак-
тически невозможно. Однако он оказался довольно ярко выражен при углах 
Брэгга, близких к π/2 [66]. Для наблюдения использовался довольно крупный 
совершенный кристалл кремния с размерами 130 × 130 × 218 мм3. В качестве 
рабочей была выбрана система кристаллографических плоскостей (220) с меж-
плоскостным расстоянием d = 1,92 Å. Измерялась интенсивность продифраги-
ровавшего прямого нейтронного пучка в зависимости от угла Брэгга, величина 



которого в эксперименте достигала 88o. Эффективная толщина кристалла 
Leff = L/cos θB при таком угле достигает 6,3 м. 

Наилучшее согласие с экспериментом было достигнуто при значении ко-
эффициента поглощения для волны (1) 

( ) 1
1 0 2201 0,05 см .−µ = µ + ε =  

Это значение отвечает длине поглощения La(1) = 20 см. 
Однако из-за относительно малой, по сравнению с длиной поглощения, 

волны типа (2) толщины используемого кристалла (22 см) была получена лишь 
верхняя граница для величины коэффициента поглощения для этой волны: 

( ) 1
2 0 2201 0,003 см .−µ = µ − ε ≤

Тем не менее из него следует, что для волны (2) длина поглощения нейтрона, 
дифрагирующего на плоскости (220) кристалла кремния почти на порядок пре-
восходит среднюю длину поглощения нейтрона (La = 40 см, µ0 = 0,025 см–1) и 
составляет L0(2) > 300 см. Величина параметра ε220 > 0,9 свидетельствует о ярко 
выраженном эффекте Бормана для этой системы плоскостей. Она не противо-
речит теоретически рассчитанной величине (ε220 ≈ 0,97) при данных условиях 
проведения эксперимента. 
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